MOVIMENTO PERIODICO

Suponha que vocé dobre a massa do péndulo de um rel6-
gio (inclusive a haste e o peso na extremidade) sem alterar
suas dimensdes. O relogio andaria mais depressa ou mais
lentamente?

vibragio de um cristal de quartzo em um relégio,

a oscilag@o do péndulo de um relégio de carrilhdo,

as vibragoes sonoras produzidas por um clarinete
ou pelo tubo de um 6érgdo e as oscilagdes produzidas pelos
pistdes no motor de um automavel sdo exemplos de movi-
mentos que se repetem indefinidamente. Esse tipo de
movimento, chamado de movimento periédico ou oscila-
¢io, é o assunto deste capitulo. O entendimento do movi-
mento periédico serd essencial para os estudos que faremos
sobre as ondas, o som, as correntes elétricas e a luz.

Um corpo que executa movimento periédico encon-
tra-se sempre em uma posicdo de equilibrio estdvel.
Quando ele é deslocado dessa posicio e libertado, surge
uma for¢a ou um torque que o faz retornar a sua posigdo de
equilibrio. Quando ele atinge esse ponto, entretanto, pelo
fato de haver acumulado energia cinética, ele o ultrapassa,
parando em algum ponto do outro lado e sendo novamente
puxado para sua posi¢do de equilibrio. Imagine uma bola
rolando para a frente e para trds no interior de um recipien-
te concavo, ou um péndulo que oscila de um lado para o
outro passando por sua posi¢io de equilibrio na vertical.
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OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

Ao estudar este capitulo, vocé aprenderd:

+ Como descrever oscilagoes em termos da amplitude, perio-
do, frequiéncia e freqiiéncia angular.

« Como fazer célculos com movimento harménico simples
(MHS), um tipo importante de oscilacdo.

» Como usar conceitos de energia para analisar MHS.

+ Como aplicar os conceitos envolvidos em um MHS a dife-
rentes situacoes fisicas.

+ Como analisar os movimentos de um péndulo simples.

» O que é um péndulo fisico, e como calcular as propriedades
de seu movimento.

+ O que determina quao rapidamente uma oscilacdo chega ao
fim.

« Como uma forca propulsora aplicada a um oscilador na fre-
quiéncia certa pode provocar uma resposta muito intensa, ou
ressonancia.

Neste capitulo concentraremos nossa atengio em dois
exemplos simples de sistemas que executam movimentos
periddicos: o sistema massa-mola e o péndulo. Também
estudaremos por que as oscilagcdes diminuem de intensida-
de com o tempo e por que algumas oscilagdes podem se
superpor e construir deslocamentos cada vez maiores
quando forgas periédicas atuam sobre o sistema.

13.1 Causas da oscilacao

Na Figura 13.1 vemos um dos sistemas mais simples
que podem executar um movimento peridédico. Um corpo
de massa m estd em repouso sobre um trilho horizontal
sem atrito, tal como no caso de um trilho de ar linear, de
modo que ele pode se mover apenas ao longo do eixo Ox.
A mola presa ao corpo possui massa desprezivel e pode
ser comprimida ou esticada. A extremidade esquerda da
mola é mantida fixa e sua extremidade direita estd presa
ao corpo. A for¢a da mola € a tnica for¢a horizontal que
atua sobre o corpo; a for¢a vertical normal sempre anula
a for¢a gravitacional.



y Posigdo de equilibrio
(mola ndo comprimida
nem esticada).

Figura 13.1 Um sistema que pode ter movimento periddico.

E mais simples definir o sistema de coordenadas
com a origem O na posicio de equilibrio para a qual a
mola ndo estd esticada nem comprimida. Entdo x fornece
o componente x do vetor deslocamento do corpo a partir
da posi¢ao de equilibrio e também indica a variagdo de
comprimento da mola. O componente x da aceleragdo a,
é dado por a, = F./m.

A Figura 13.2 mostra diagramas do corpo livre para as
trés diferentes posigoes da mola. Quando o corpo € desloca-
do da posicdo de equilibrio da mola, a for¢a da mola tende a
fazer o corpo voltar para a posi¢io de equilibrio. Chamamos
essa forca de forca restauradora. Uma oscilagdo ocorre
somente quando existe uma forga restauradora que obriga o
sistema a voltar para a sua posi¢do de equilibrio.

Vamos analisar como as oscilagdes ocorrem nesse
sistema. Quando deslocamos o corpo para a direita até a
posi¢do x = A e a seguir o libertamos, a for¢a resultante e
a aceleracdo sdo orientadas para a esquerda (Figura 13.2a).
A velocidade aumenta até o corpo atingir a posi¢do de
equilibrio O. Quando o corpo estd no ponto O, a forca
resultante que atua sobre ele € igual a zero; mas devido ao
seu movimento, ele ultrapassa a posi¢ao de equilibrio. No
outro lado da posic¢io de equilibrio, a velocidade do corpo
estd orientada para a esquerda, porém sua aceleragio estd
orientada para a direita (Figura 13.2c); conseqiientemente,
a velocidade diminui até o corpo parar. Mostraremos mais
adiante que, no caso da mola ideal, o corpo pdra no ponto
x = —A. A seguir o corpo acelera para a direita, ultrapassa
novamente a posi¢do de equilibrio e pdra no ponto x = A,
pronto para repetir todo o processo. O corpo estd oscilan-
do! Caso ndo existisse atrito nem outra for¢a capaz de
remover a energia mecénica do sistema, esse movimento
se repetiria eternamente; a forg¢a restauradora obrigaria
sempre o corpo a voltar para a sua posi¢io de equilibrio e
todas as vezes ele ultrapassaria essa posigao.

Em cada caso, a for¢a pode depender do deslocamen-
to x de diferentes modos. Entretanto, as oscilagdes sempre
ocorrem quando existe uma forga restauradora que obriga
o sistema a voltar para a sua posi¢io de equilibrio.

Periodo, fregiiéncia e freqiiéncia angular

A seguir definimos alguns termos que serdo usados na
discussio de todos os tipos de movimentos periddicos.

A amplitude do movimento, designada por A, é o
moédulo maximo do vetor deslocamento do corpo a partir
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(a)

x = 0: o corpo é F, < 0,entioa, < 0:

deslocado para a direita a mola esticada

da posigio de equi]fbﬁﬂ. Eempurra O corpo para
a posigio de equilibrio.

(b)
x = 0: a mola relaxada nio exerce forga sobre
0 corpo, entdo o corpo possui aceleragio zero.

(©

x < 0: o corpo é F,>0,entioa, > 0:
deslocado para a esquerda  a mola comprimida
da posi¢io de equilibrio.  empurra o corpo para

a posiq_éo de equilibrio.

Y Ya, y

Figura 13.2 Exemplo de um movimento periédico. Quando o corpo &
deslocado de sua posicao de equilibrio em x = 0, a mola exerce uma forca
restauradora que o leva de volta & posicdo de equilibrio.

da posicdo de equilibrio; isto €, o valor miximo de lxl. Ela
é sempre positiva. Quando a mola da Figura 13.2 for ideal,
a amplitude total do movimento serd 2A. A unidade SI de
A € o metro. O ciclo € uma oscilagdo completa, digamos de
A até —A e retornando ao ponto A, ou de O até A, de volta
a 0, seguindo até —A e retornando a O. Note que 0 movi-
mento de uma extremidade a outra (digamos, de A até —A)
constitui um hemiciclo e ndo um ciclo completo.

O periodo, T, é o tempo correspondente a um ciclo.
Ele é sempre positivo. A unidade SI € o segundo, porém
algumas vezes ele é expresso em ‘segundos por ciclo’.

A freqiiéncia, f, é o niimero de ciclos na unidade de
tempo. Ela é sempre positiva. A unidade SI de freqiiéncia
é o hertz:

I hertz=1Hz = 1 ciclo/s = 1 5™
Essa unidade foi assim designada em homenagem ao
fisico alemdo Heinrich Hertz (1857—-1894), um pioneiro
nas investigacoes das ondas eletromagnéticas.
A freqiiéncia angular, o, é 27 vezes a freqiiéncia:

w=2xf
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Em breve veremos porque w € uma grandeza util. Ela
representa uma taxa de variagio de uma grandeza angular
(ndo necessariamente relacionada ao movimento de rotag@o)
que € sempre medida em radianos, portanto ela possui uni-
dades de rad/s. Uma vez que f é em ciclo/s, podemos inter-
pretar o fator 27r como se tivesse unidade de rad/ciclo.

Pelas defini¢des do periodo T'e da freqiiéncia f, vemos
que cada uma dessas grandezas € o inverso da outra:

| 1
f=}' T-?

(relagdes entre freqiiéncia e periodo) (13.1)

Além disso, da defini¢do de w,
27

w=21rf=—-7:~

(freqiiéncia angular)

Exemplo 13.1

Um transdutor ultra-sonico (uma espécie de alto-falante), usado
para diagndstico médico, oscila com uma fregiiéncia igual a 6,7
MHz = 6,7 x 10° Hz. Quanto dura uma oscilagio e qual é a fre-
qiiéncia angular?

SOLUCAO

IDENTIFICAR: as varidveis procuradas sdo o periodo T e a fre-
qiiéncia angular w.

PREPARAR: temos a fregiiéncia f, portanto podemos achar as
varidveis que desejamos usando as equagdes (13.1) e (13.2).

EXECUTAR: usando as equagdes (13.1) e (13.2), obtemos

(13.2)

1 1
f 67X 10°Hz
w = 2mf = 27 (6,7 X 10° Hz)
= (27 rad/ciclo) (6,7 % 10° ciclo/s)
=4,2 X 10" rad/s

=15%10"s=0,15us

AVALIAR: trata-se de uma vibragiio muito rdpida, com valores
elevados de fe w e um valor pequeno para 7. Em uma vibragio
lenta , fe w sdo pequenos, e T é elevado.

Teste sua compreensdo da Secdo 13.1 Um corpo como o
mostrado na Figura 13.2 oscila para a frente e para trds. Para cada um
dos seguintes valores da velocidade v,, e da aceleracio a, do corpo
ao longo do eixo Ox, diga se o deslocamento x é positivo, negativo
ou zero. (a) U, >0ea,>0;(b)v,>0ea,<0;(c)v,<0ea,>0;(d)
v,<0ea,<0;(e)v,=0ea,<0;(Hv,>0ea,=0.1

13.2 Movimento harménico simples

O tipo mais simples de oscilagio ocorre quando a
forga restauradora F, € diretamente proporcional ao deslo-
camento x da posi¢@o de equilibrio. Isso ocorre quando a
mola das figuras 13.1 e 13.2 é ideal, ou seja, quando ela
obedece i lei de Hooke. A constante de proporcionalidade

k entre F, e x € a constante da forga ou constante k da mola.
(Talvez vocé queira rever a lei de Hooke e a defini¢@o da
constante da mola na Secdo 6.3.) Nos dois lados da posigdo
de equilibrio, F, e x possuem sempre sinais opostos. Na
Sec¢do 6.3 representamos a forga que atua sobre a mola por
F, = kx. O componente x da for¢a que a mola exerce sobre
o corpo possui esse mesmo modulo, porém com sinal con-
tririo, logo o componente x da forga F, que a mola exerce
sobre o corpo é

F, = —kx (forca restauradora exercida pela mola ideal) (13.3)

Essa relacdo fornece corretamente o médulo e o
sinal da for¢a, independentemente do valor de x ser posi-
tivo, negativo ou nulo. A constante da mola k é sempre
positiva e suas unidades sio N/m ou kg/s’. Supondo que
ndo exista atrito, a Equacdo (13.3) fornece a forca resul-
tante sobre o corpo.

Quando a forga restauradora é diretamente proporcio-
nal ao deslocamento da posi¢ido de equilibrio, conforme
indicado na Equagdo (13.3), a oscilagdio denomina-se
movimento harménico simples, abreviado por MHS. A
aceleragio a, = d°x/dt* = F,/m de um corpo que executa um
MHS ¢ dada por

d*x k i 5
Gy === —Xx (movimento harmonico simples) (13.4)
dt m

O sinal negativo indica que a acelerag¢do possui sem-
pre sentido contrdrio ao do deslocamento. Essa aceleracdo
ndo € constante, portanto nem pense em usar as férmulas
deduzidas no Capitulo 2 (Fisica I) para o movimento com
aceleragdo constante. Brevemente mostraremos como
resolver essa equagdo para encontrar o deslocamento x em
funcdo do tempo. Um corpo que executa um movimento
harménico simples constitui um oscilador harménico.

Forga restauradora F,

x <0
E>0
Deslocamento x
0
x>0
F,<0

~

A forga restauradora exercida por uma

mola ideal é diretamente proporcional ao
deslocamento (lei de Hooke, F, = —kx):

o grifico de F, em fungdo de x é uma linha reta.

Figura 13.3 Uma mola ideal exerce uma forca restauradora que obedece
a lei de Hooke, F, = —kx. Uma oscilacdo com uma forca restauradora desse
tipo é chamada de movimento harménico simples.



Caso ideal: a forga restauradora obedece i lei
de Hooke (F, = —kx), entdo o grifico F, em
fungdo de x é uma linha reta.

Forga restauradora F,

A,

“-Caso real tipico: a
forga restauradora nio
segue a lei de Hooke...

% Deslocamento x

... entretanto F, = —kx pode ™

ser uma boa aproximagio para a ™.
forga, se o deslocamento x for
suficientemente pequeno.

Figura 13.4 Em muitas oscilagdes reais, a lei de Hooke se aplica desde
que o corpo ndo se afaste muito da posicdo de equilibrio. Em tal caso, as
oscilacdes de pequena amplitude podem ser consideradas aproximadamente
como harménicas simples.

Por que o movimento harménico simples € tdo impor-
tante? Nido se esqueca de que nem todos 0os movimentos
periodicos constituem um movimento harménico simples;
em movimentos periédicos em geral, a for¢a restauradora
depende do deslocamento de modo mais complicado do
que o indicado na Equagdo (13.3). Contudo, em muitos
sistemas a forca restauradora é aproximadamente propor-
cional ao deslocamento no caso de ele ser suficientemente
pequeno (Figura 13.4). Ou seja, no caso de uma amplitude
suficientemente pequena, as oscilagdes do sistema consti-
tuem aproximadamente um movimento harménico simples
que pode ser descrito pela Equagao (13.4). Logo, podemos
notar que o MHS é um modelo simples para descrever
diversos tipos de movimentos periddicos, tais como a
vibragdo de um cristal de quartzo em um relégio, o movi-
mento de um diapasdo, a corrente elétrica em um circuito

(a) Aparelho para criar um circulo de referéncia.

Tela 4
iluminada P 7 o ;'

vertical

Enquanto a bola Q
sobre a plataforma
giratéria se move ¢l
movimento circular, |
sua sombra P se
desloca para a frente
€ para tris sobre a
tela em movimento
harménico simples.

Feixe de luz
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de corrente alternada e as vibragdes dos dtomos nas molé-
culas e nos sélidos.

Movimento circular e as equacdes do
movimento harmdnico simples

Para explorar as propriedades do movimento harmé-
nico simples, devemos representar a distincia x do corpo
que oscila em fungdo do tempo, x(7). A segunda derivada
dessa fungio, d’x/dr’, deve ser igual a (—k/m) multiplicada
pela propria fungdo, conforme exigido pela Equagio
(13.4). Como ja dissemos, as férmulas deduzidas na Se¢do
2.4 ndo servem para este caso, porque a aceleracdo varia
constantemente a medida que x varia. Em vez disso, dedu-
ziremos uma expressido para x(7) usando uma impressio-
nante semelhanga entre 0 MHS e um outro movimento que
ja estudamos em detalhe.

A Figura 13.5a mostra a vista do topo de um disco
horizontal de raio A com uma bola presa em sua periferia
no ponto Q. O disco gira com velocidade angular  cons-
tante (dada em rad/s), de modo que a bola gira com movi-
mento circular uniforme. Um feixe de luz horizontal ilumi-
na o disco que gira e projeta sua sombra sobre uma tela. A
sombra do ponto P oscila para a frente e para trds enquan-
to a bola percorre a circunferéncia. Agora colocamos um
corpo na extremidade de uma mola ideal, como indicado
nas figuras 13.1 e 13.2, de modo que o corpo oscile para-
lelamente a dire¢do do deslocamento da sombra. Mostra-
remos que o movimento desse corpo e o movimento da
sombra sdo idénticos quando a amplitude do movimento
do corpo € igual ao raio A do disco, e que a freqiiéncia
angular 27f do corpo oscilante € igual a velocidade angular
w do disco que gira. Ou seja, o movimento harmonico sim-
ples é a projecao de um movimento circular uniforme
sobre um didmetro do circulo.

(b) Uma representagio abstrata do movimento em (a).

Sombra da bola

na tela Bola se move em movimento

. circular uniforme.
Sombra da bola H
| €~ ¥ Sombra se desloca
= para a frente e para tris
\{_ sobre o eixo x em MHS.

Bola em plataforma
giratoria »

A I

oA |
1
t
1

lNuminagio

Mesa

Figura 13.5 (a) Relacionando o movimento circular uniforme e o movimento harménico simples. (b) A sombra da bola se move exatamente como

um corpo oscilando em uma mola ideal.
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Podemos verificar essa importante conclusio determi-
nando a acelerag¢do da sombra no ponto P e comparando o
resultado com a aceleracio de um corpo que executa um
MHS, dada a Equacéo (13.4). O circulo, ao longo do qual
a bola se move de modo que sua projegio se superpoe a do
movimento oscilatério do corpo, denomina-se circulo de
referéncia; chamaremos o ponto Q de ponto de referéncia.
Consideramos o circulo de referéncia contido em um plano
xy, com a origem O no centro do circulo (Figura 13.5b).
No instante t, o vetor OQ que liga a origem ao ponto Q faz
um dngulo # com o sentido positivo do eixo Ox. A medida
que o ponto Q percorre o circulo de referéncia com veloci-
dade angular w constante, o vetor OQ gira com a mesma
velocidade angular. Esse vetor girante denomina-se fasor.
(Esse termo era usado muito antes do termo ‘phaser’ ter
sido popularizado pelo seriado ‘Jornada nas Estrelas’ como
o nome de uma arma paralisante. O método dos fasores é
util em diversas partes da fisica. Utilizaremos fasores ao
estudarmos circuitos de corrente alternada no Capitulo 31
— Fisica Il — e ao analisarmos a interferéncia da luz nos
capitulos 35 e 36 — Fisica IV.)

O componente x do fasor no instante 7 nada mais é do
que a coordenada x do ponto Q:

x=Acos# (13.5)

(a) Usando o circulo de referéncia para determinar
a velocidade ao longo do eixo Ox do ponto P.

)
,.--Ig
42" 0
’ : \
# I (Y
/ | 1A
[ | T
1 | f 1p\
i - 1
: 0 D ‘
\ = —prsg
X U, L’Qhenﬂ
\ .
% ’
Y
S .4
"-.___,J’

(b) Usando o circulo de referéncia para determinar
a aceleragio ao longo do eixo Ox do ponto P,

Figura 13.6 A (a) velocidade e (b) a aceleracdo da sombra da bola P
(veja a Figura 13.5) sao os componentes x respectivamente dos vetores
velocidade e aceleracdo da bola Q.

Essa relacdo também fornece a coordenada x da som-
bra P, que é a projecdo do ponto Q sobre o eixo Ox.
Portanto, a velocidade da sombra P ao longo do eixo Ox é
igual ao componente x do vetor velocidade do ponto de
referéncia Q (Figura 13.6a) e a aceleragcdo da sombra P ao
longo do eixo Ox € igual ao componente x do vetor acele-
racdo do ponto de referéncia Q (Figura 13.6b). Visto que o
ponto Q possui movimento circular uniforme, o vetor ace-
leragdo a, estd sempre orientado para o ponto 0. Além
disso, 0 médulo de @, € constante e dado pelo quadrado da
velocidade angular multiplicado pelo raio do circulo (ver a
Secdo 9.3):

ag=w A (13.6)

A Figura 13.6b mostra que o componente x de d €
dado por a, = — ap cos. Combinando esse resultado com
as equagoes (13.5) e (13.6), obtemos a aceleracdo do ponto
P na forma

a, =—apeost = —w’Acosd  ou (13.7)

a,=—wx

(13.8)

A aceleragio do ponto P € diretamente proporcional
ao deslocamento x e possui sempre sentido contririo a ele.
Essas sdo precisamente as caracteristicas bdsicas do movi-
mento harmonico simples.

A Equacdo (13.8) é exatamente igual a Equagio
(13.4), que fornece a aceleragdo de um movimento harmo-
nico simples, desde que a velocidade angular w do ponto
de referéncia Q esteja relacionada a constante da mola & e
a massa m do corpo que oscila por

, K k
- =it ou = )
m m

(13.9)

Temos usado o mesmo simbolo « para a velocidade
angular do ponto de referéncia Q e para a fregiiéncia angu-
lar do ponto oscilante P. Isso € feito porque essas grande-
zas sdo iguais! Se o ponto Q executa uma revolugido com-
pleta no tempo 7, entdo o ponto P realiza o ciclo completo
da oscilagdo no mesmo intervalo de tempo; portanto, 7' é o
periodo da oscilagdo. Durante o tempo 7, o ponto Q se
move 27 radianos, logo sua velocidade angular é w =
27 /T. Porém, esse resultado é exatamente igual a Equacio
(13.2), que fornece a freqiiéncia angular do ponto P, con-
firmando nossa afirmagdo acerca da interpretacio de w.
Essa foi a razdo pela qual introduzimos o conceito de fre-
giiéncia angular na Secdo 13.1, essa é a grandeza que
estabelece a conexdo entre a oscilacdo e 0 movimento cir-
cular uniforme. Logo, podemos interpretar novamente a
Equagdo (13.9) como uma relagdo para a freqiiéncia angu-
lar de um corpo de massa m que executa um movimento
harmonico simples sobre o qual atua uma forga restaurado-
ra com uma constante da mola k:
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w = \'£ (movimento harménico simples) (13.10)

Quando vocé inicia um corpo oscilando em MHS, nio
€ vocé quem escolhe o valor de w; ele ¢ predeterminado
pelos valores de k e de m. As unidades de k sdo N/m ou kg/s”,
logo k/m possui unidades de (kg/s*)kg = s~. Quando
extraimos a raiz quadrada da Equagio (13.10), obtemos s
ou, mais apropriadamente, rad/s, porque se trata de uma
freqiiéncia angular (lembre-se de que radiano nado é
uma unidade verdadeira).

De acordo com as equagdes (13.1) e (13.2), a freqiién-
cia fe o periodo T sdo

) 1 ({T (movimento harmonico

1= 2 = 2g \'m simples) By

1 27 /; (movimento harmonico
T=—-=—=27

i \ % simples) (13.12)

Com a Equagao (13.12) notamos que para um corpo
de massa m maior, com maior inércia, a aceleragdo ¢
menor; ele se move mais lentamente e leva um tempo
maior para completar um ciclo (Figura 13.7). Em contras-
te, quando a mola € mais dura (possuindo um valor elevado
da constante da mola k), a forca exercida ¢ maior para a
mesma deformacao x, produzindo aceleracio mais eleva-
da, velocidade maior e um tempo 7 menor por ciclo.

ATENCAO Nao confunda freqiiéncia e freqiiéncia angu-
lar Vocé poderi se atrapalhar caso nio saiba a diferenca
entre a fregiiéncia f e a fregiiéncia angular w = 27f.
A freqiiéncia informa o ndmero de ciclos por segundo,
enquanto a freqiiéncia angular informa o niimero de radia-
nos por segundo correspondente ao circulo de referéncia.
Ao resolver um problema, verifique cuidadosamente se o
objetivo € achar f ou w.

Periodo e amplitude no MHS

As equagdes (13.11) e (13.12) mostram que o periodo
e a freqiiéncia do movimento harménico simples sdo com-
pletamente determinados pela massa m e pela constante da
mola k. No movimento harménico simples, o periodo e a
freqgiiéncia ndo dependem da amplitude A. Para dados
valores de k e de m, o tempo de uma oscilacdo completa
nao depende do fato de a amplitude ser pequena ou grande.
A Equagao (13.3) mostra por que essa conclusido deveria
ser esperada. Um valor maior de A implica também uma
forca restauradora maior, porque lx| é maior. Isso faz
aumentar a velocidade média ao longo de um ciclo com-
pleto, compensando a distincia maior a ser percorrida e
resultando no mesmo tempo total.
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Dentes com massa m elevada:
baixa freqiiéncia, f = 128 Hz.

Dentes de massa m pequeha:
alta freqiiéncia, f = 4.096 Hz.

Figura 13.7 Quanto maior 8 massa m de cada dente do garfo do

diapasdo, menor serd a freqiiéncia da oscilagao, f = ( 1/2m) v ki-’m

As vibracgdes de um diapasdo constituem aproximada-
mente um movimento harmoénico simples, o que significa
que sua freqiiéncia ndo depende de sua amplitude. Essa é a
razdo pela qual o diapasdo € usado como padrio para iden-
tificar a altura de um som musical. Se ndo fosse por essa
caracteristica do movimento harmoénico simples, seria
impossivel fazer os relégios mecénicos e eletronicos que
conhecemos funcionarem com precisdo, ou tocar a maior
parte dos instrumentos musicais de modo afinado. Quando
vocé encontrar um corpo oscilando com um periodo que
dependa da amplitude, a oscilagdo ndo corresponderd a um
movimento harmonico simples.

Exemplo 13.2

FREQUENCIA, FREQUENCIA ANGULAR E PERIODO NO
MHS A extremidade esquerda de uma mola horizontal é mantida
fixa. Ligamos um dinamdmetro na extremidade livre da mola e
puxamos para a direita (Figura 13.8a); verificamos que a forga
que estica a mola € proporcional ao deslocamento e que uma
for¢a de 6,0 N produz um deslocamento igual a 0,030 m. A seguir
removemos o dinamémetro e amarramos a extremidade livre a
um corpo de 0,50 kg, puxamos o corpo até uma distincia de
0,020 m, o libertamos e observamos o MHS resultante (Figura
13.8b). a) Calcule a constante da mola. b) Calcule a fregiiéncia, a
freqiiéncia angular e o periodo da oscilagdo.

IDENTIFICAR: como a forca da mola (igual em mddulo a forca
que estica a mola) é proporcional ao deslocamento, o movimento
¢ harmonico simples.

PREPARAR: encontramos o valor da constante da mola k usando
a lei de Hooke, Equacao (13.3), e os valores de w, fe T por meio
das equagdes (13.10), (13.11) e (13.12), respectivamente.

EXECUTAR: a) Quando x = 0,030 m, a for¢a que a mola exerce
sobre o dinamdometro € F = — 6,0 N. Usando a Equagao (13.3),
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(a)
F=60N

x=0 x=0020m

Figura 13.8 (a) A forca exercida sobre a mola (indicada pelo vetor
F) possui um componente no eixo Ox igual a F,+ 6,0 N. A forca exercida

pela mola possui um componente no eixo Ox ¢ igual a F, — 6,0 N. (b) Um
corpo é preso a mesma mola e pode oscilar liviemente.

F,  —60N
ho F_ =60

o = 1
. 0030m 200 N/m = 200 kg/s

(b) Substituindo m = 0,50 kg na Equagdo (13.10), encontra-

mos
w=\/£= M= 20 rad/s
m 0,50 kg
A freqiiéncia f é
J= = il = 3,2 ciclofs = 3,2 Hz

2 2w rad/ciclo

O periodo T é o inverso da freqiiéncia f.:

1 1

=—=————=031s
f 3.2ciclofs y

O periodo é geralmente expresso em ‘segundos’ em vez
de ‘segundos por ciclo’.

(a) m aumenta; A e k nio variam.

A massa m aumenta da curva
1 a2ea3. Como apenas m
X aumenta, o periodo aumenta também.

12 3 3

21

(b) k aumenta; A e m niio variam.

A constante da mola k aumenta da

, curva 1 a2ea3. Como apenas k
aumenta, o periodo diminui.

Xmgx = A | 1 " | ) |
| | I I
9] - } | N l

Xy = —A

Figura 13.9 Grafico de x em funcao de t [(ver Equacdo (13.13)] em um
movimento harménico simples. No caso mostrado, ¢ = 0.

AVALIAR: a amplitude da oscilagido € igual a 0,020 m, que
corresponde & deformagio inicial da mola quando puxamos o
corpo para a direita antes de libertd-lo. Ndo precisamos usar
essa informagdo para achar a freqiiéncia, a freqiiéncia angular e
o periodo, porque em um MHS nenhuma dessas grandezas
depende da amplitude.

Deslocamento, velocidade e aceleracao no MHS

Precisamos achar o deslocamento x em fun¢do do
tempo para um oscilador harmoénico. A Equagdo (13.4)
para um corpo que descreve um movimento harménico
simples ao longo do eixo Ox € idéntica a Equacdo (13.8)
para a coordenada x de um ponto de referéncia que descre-
ve um movimento circular uniforme com uma velocidade
angular constante dada por @ =Vk[m. Da Equagdo
(13.5), vemos que x = A cos 6 descreve a coordenada x em
ambas as situagdes. Se em 7 = 0 o fator OQ faz um dngulo
¢ com o sentido positivo do eixo Ox, entdo para qualquer
outro instante posterior r esse dngulo ¢ dado por 6 = of +
¢. Substituindo na Equacido (13.5), obtemos

x=A cos (wt + ¢) (deslocamento no MHS)  (13.13)

onde w =Vk[m. A Figura 13.9 mostra um gréfico da
Equagdo (13.13) para o caso particular ¢ = 0. O desloca-
mento x é uma fungdo periédica do tempo, conforme seria
de se esperar em um MHS. Mediante a relagdo cos @ =
sen(a + 7/2), poderiamos também ter escrito a Equagio
(13.13) em termos de uma fun¢do senoidal em vez de usar
o co-seno. No movimento harmédnico simples, o desloca-
mento é uma fungdo do tempo senoidal periédica. Existem
muitas fungdes periddicas, contudo nenhuma delas € tao
simples quanto uma funcio seno ou co-seno.

(c) A aumenta; k e m ndo variam.
A amplitude A aumenta da curva
1a2ea3. Como apenas A varia,
X o periodo néo se altera.

- KA LL
VY

Figura 13.10 Variacdes em um movimento harménico simples. Todos os casos indicados sao para ¢ = 0.



Essas trés curvas mostram MHS com
o mesmo periodo 7" e amplitude A,
mas com dngulos ¢ de fase diferentes.

Figura 13.11 Variacdes do MHS: deslocamento em funcdo do tempo
para o mesmo oscilador harménico com diferentes angulos ¢ de fase.

O valor da fungdo co-seno estd sempre compreendido
entre —1 e +1. Assim, na Equacdo (13.13), o valor de x estd
sempre entre —A e +A, o que confirma que A € a amplitude
do movimento. O periodo T corresponde ao tempo de um
ciclo completo da oscilagdo. A fungido co-seno se repete
todas as vezes que a quantidade entre parénteses na
Equagdo (13.13) aumenta de 2+ radianos. Logo, se come-
¢amos no instante ¢ = 0, o tempo 7T necessdrio para comple-
tar um ciclo é dado por

wT=\/ET=21'r ou ]‘"=21ﬂ'\/E
m k

que € exatamente a Equagdo (13.12). Fazendo-se variar m
ou k, o periodo da oscilag@o varia, conforme indicado nas
figuras 13.10a e 13.10b.

A constante ¢ indicada na Equacao (13.13) denomi-
na-se angulo de fase. Ela nos informa em que ponto do
ciclo o movimento se encontrava em ¢ = 0 (equivalente a
dizer em que ponto da circunferéncia estava o ponto Q em
t = 0). Vamos designar por x; a posi¢do em t = (. Substi-
tuindo 1 = 0 e x = xy na Equagio (13.13), obtemos

Xo=Acos ¢ (13.14)

Se ¢ =0, entdo x; = A cos0) = A, e 0 corpo comega em
seu deslocamento positivo mdximo. Se ¢ = 7, entdo x,= A

cos m = —A, e 0 corpo comec¢a em seu deslocamento

(a) Deslocamento x em fungdo do tempo 1.

x = Acos (wt + ¢)

(b) Velocidade v, em fungdo do tempo t.

v, = —wA sen (wf + @)
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negativo maximo. Se ¢ = 7 /2, entdo x,= A cos (7/2) = 0,
e o corpo estd inicialmente na origem. A Figura 13.11 mos-
tra o deslocamento x em func¢ido do tempo para diferentes
angulos de fase.

Achamos a velocidade v, e a aceleragdo a, em fungdo
do tempo para um movimento harmonico simples derivan-
do a Equacido (13.13) em relag@o ao tempo:

dx
== —wAsen(wt + ¢)

(velocidade no MHS) (13.15)
dv, d’x 24 Gt =5 )
= = — = — r
a, g i wAcos(w
(aceleracdao no MHS) (13.16)

A velocidade v, oscila entre os valores v,,;, = +wA e
—Unmsx = —wA, e a acelerag¢do a, oscila entre os valores
Ui = +w'A € —ans = —w’A (Figura 13.12). Comparando
a Equacdo (13.16) com a Equacdo (13.13) e lembrando da
Equacio (13.9) em que o’ = k/m, vemos que

i k

que € exatamente a Equacgdo (13.4) do movimento harmo-
nico simples. Isso confirma a validade da Equagao (13.13)
para x em fungdo do tempo.

Na realidade, ja haviamos deduzido a Equacio
(13.16) de forma geométrica considerando o componente
x do vetor aceleragido do ponto de referéncia Q. Isso foi
feito na Figura 13.6b e na Equacdo (13.7) (lembre-se de
que # = wt + ¢). Do mesmo modo, poderiamos ter dedu-
zido a Equacdo (13.15) tomando o componente x do vetor
velocidade de @, conforme indicado na Figura 13.6b.
Deixaremos os detalhes para vocé resolver (ver o
Problema 13.85).

Note que o grifico senoidal do deslocamento em fun-
¢do do tempo (Figura 13.12a) estd deslocado em um quarto
de periodo em relagdo ao grifico da velocidade em fungéo
do tempo (Figura 13.12b) e em meio periodo do gréfico da

(c) Aceleragdo a, em fungio do tempo 1.

9y g, = —wA cos (wf + )

~Umax = —@A

U.\’
Uiy = @A ; R
AN s = @A
RVARY/ .

O grifico v, 1 estd deslocado de
%de ciclo em relagio ao grifico x — 1.

et e
T T Amiix w A

O grifico a1 estd deslocado de %
de ciclo em relagdo ao grifico v~ e de
L ciclo em relagio ao gréfico x — 1.

Figura 13.12 Gréficos de (a) x em funcdo de t, (b) U, em funcdo de t e (c) a, em funcdo de t para um corpo em MHS. Para o movimento descrito

nestes graficos, ¢ = /3.
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aceleracido em fun¢io do tempo (Figura 13.12¢). A Figura
13.3 mostra por que isso acontece. Quando o corpo estd
passando pela posicdo de equilibrio, de modo que seu deslo-
camento € igual a zero, sua velocidade serd v, Ou —U,
(dependendo do sentido do movimento do corpo) e sua ace-
leragdo € igual a zero. Quando o corpo estd no seu ponto de
deslocamento maximo, x = +A, ou no seu ponto de desloca-
mento negativo maximo, x = —A, sua velocidade € nula, e o
corpo fica momentaneamente em repouso. Nesses pontos, a
forga restauradora F, = —kx e a aceleracio do corpo possuem
os médulos médximos. Em x = +A, a aceleragio € negativa e
igual —a,,5.. Em x = —A, a aceleracgfio € positiva: a, = dy,.

Conhecendo-se a posi¢do inicial x; e a velocidade
inicial vy, de um corpo oscilante, podemos determinar a
amplitude A e a fase ¢. Vejamos como fazer isso. A veloci-
dade inicial v, € a velocidade no tempo t = 0; substituindo
v, = Uy, e t =0 na Equacdo (13.15), temos

Uy, = —wA sen ¢ (13.07)

Para achar ¢, divida a Equagao (13.17) pela Equagio
(13.14). Essa divisdo elimina A, e a seguir podemos expli-
citar ¢:

Vo, —wAsend -
Xo Acosd B
v
¢ = arctg (—ﬁ) (dngulo de fase no MHS)(13.18)
0

Também € ficil achar A quando conhecemos x, e vy,.
Vamos esquematizar a dedug@o e vocé acrescentard os deta-
lhes. Eleve ao quadrado a Equagao (13.14); divida a Equacao
(13.17) por w, eleve o resultado ao quadrado e some com o
quadrado da Equagdo (13.14). O membro direito serd igual
aA’(sen’ ¢ + cos’ ), que é igual a A%. O resultado final é

3
/ v
A =[x + —2 (amplitude no MHS) (13.19)
e

Note que, quando o corpo apresenta tanto uma posi-
¢do inicial x, quanto uma velocidade inicial vy, diferente de
zero, a amplitude A ndo é igual ao deslocamento inicial.
Isso é razodvel; se o corpo estd na posigao inicial positiva
xge vocé fornece a ele uma velocidade inicial vy, positiva,
ele deverd ir além do ponto x, antes de parar e retornar.

Estratégia para a solucdo de problemas 13.1

MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES I:

DESCREVENDO 0 MOVIMENTO

IDENTIFICAR os conceitos relevantes. Um sistema em oscila-
¢do: estd em movimento harmonico simples (MHS) apenas se a
forga restauradora for diretamente proporcional ao deslocamento.
Certifique-se de ser esse o caso do problema em questio antes de

—A —AR2 0 Al2 A
| | | | 1
: : : a, = T — ¥
I I I L =10
| | |
| | | G- g
] T [ 7——— “
] | |
| Fg. =
F = - :

oy, =0 | [
AT ¥ N S
_"‘U‘,-
a,=0I o
—."'le—Umb: *
'ax-dt : x
|

Figura 13.13 Como a velocidade U, e a aceleracdo g, ao longo do eixo
Ox variam durante um ciclo de MHS.

tentar usar qualquer das equacdes desta segdo. Como sempre,
identifique as varidveis procuradas.

PREPARAR o problema seguindo estes passos:

1. Identifique as grandezas conhecidas e as grandezas ignoradas,
e verifique quais sdo as varidveis que se deseja encontrar.

2. E til distinguir entre dois tipos de grandezas. As propriedades
fisicas bdsicas do sistema incluem a massa m e a constante da
mola k, assim como as grandezas derivadas a partir de m e k,
como o periodo 7, a freqiiéncia f e a freqiiéncia angular w. As
propriedades fisicas do movimento descrevem como o sistema
se comporta quando é colocado em movimento de certa manei-
ra e incluem a amplitude A, a velocidade médxima v, e o
dngulo de fase f, assim como os valores do deslocamento x, da
velocidade v, e da aceleragio a, em um dado instante.

3. Se necessdrio, defina um eixo Ox como na Figura 13.13, com
a posigdo de equilibrio em x = 0.

EXECUTAR a solugao como segue:

1. Use as equagdes dadas nas se¢des 13.1 e 13.2 para encontrar
as varidveis procuradas.

2. Se vocé precisar calcular o dngulo de fase, expresse-o em
radianos. A grandeza wt na Equagdo (13.13) estd em radianos,
entio ¢ também precisa estar.

3. Se vocé precisar encontrar os valores do deslocamento x, da velo-
cidade v, e da aceleragdo a, em diversos tempos, use as equagoes
(13.13), (13.15) e (13.16), respectivamente. Se tanto a posi¢do
inicial x quanto a velocidade inicial v, forem dadas, vocé pode
calcular o dngulo de fase e a amplitude com as equagoes (13.18)
e (13.19). Se o corpo apresentar um deslocamento inicial positivo
Xy, mas uma velocidade inicial nula (vg, = 0), entdo a amplitude é
A = xpe o dngulo de fase é ¢ = 0. Se o corpo tiver uma posigiio
inicial nula (x, = 0) e uma velocidade inicial v, positiva, entdo a
amplitude € dada por A = Uy Jw, e o dngulo de fase é ¢d=—m /2.
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AVALIAR sua resposta: Confira os seus resultados para ter cer-
teza de que sdo coerentes. Por exemplo, suponha que vocé tenha
usado a posigdo inicial e a velocidade para encontrar expressoes
gerais para x e v, no tempo 1. Se vocé substituir o valor de 7 fazen-
do t = 0 nessas expressdes, vocé deve retornar aos valores corre-
tos de xg € Up,.

Exemplo 13.3 -

DESCREVENDO UM MHS

Vamos retornar 4 mola horizontal discutida no Exemplo 13.2. A
constante da mola é k = 200 N/m, e a mola estd ligada a um corpo
de massa m = 0,50 kg. Desta vez, forneceremos ao corpo um
deslocamento inicial de +0,015 m e uma velocidade inicial de
+0,40 m/s. a) Calcule o periodo, a amplitude e o dngulo de fase
do movimento. b) Escreva equagoes para o deslocamento, a velo-
cidade e a aceleragido em fungdo do tempo.

SOLUCAO

IDENTIFICAR: como no Exemplo 13.2, as oscilagbes sdo um
MHS e podemos usar as expressoes deduzidas nesta segio.

PREPARAR: o problema fornece os valores de k, m, xoe U,. Com
esses valores, podemos calcular as varidveis procuradas 7, A e ¢,
e as expressdes para x, v, e a, em fungio do tempo.

EXECUTAR: a) O periodo é exatamente igual ao obtido no
Exemplo 13.2, 7= 0,31 s. Em um movimento harménico simples
o perfodo ndo depende da amplitude, somente dos valores de k e
de m. No Exemplo 13.2, descobrimos que @ = 20 rad/s. Logo,
conforme a Equagio (13.19),

v ,2
X2+ =
\/(00]5 2 4 (040 mfs)*
(20 radfs)?
=0,025m

Para achar o angulo de fase ¢, usamos a Equagdo (13.18):

b= arclg(— Un")

WXy
0,40 m/s
(20 rad/s) (0,015 m)

= arclg(— ) = —53° = —0,93 rad

b) O deslocamento, a velocidade e a aceleragdo em qualquer
instante sio dados pelas equagdes (13.13), (13.15) e (13.16),
respectivamente. Substituindo os valores, obtemos

x = (0,025 m) cos[ (20 rad[s )t — 0,93 rad]
v, = —(0,50 m/s) sen[ (20 rad/s)t — 0,93 rad]
a, = —(10 m/s?) cos [ (20 rad[s )t — 0,93 rad]

A velocidade varia senoidalmente entre —0,50 m/s e +0,50 m/s, e
a aceleragdo varia senoidalmente entre —10 m/s” e +10 m/s”.
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AVALIAR: ¢ possivel verificar os resultados de x e v, em fungio
do tempo fazendo 1 = 0 e calculando o resultado. Vocé deve obter
x=x=0,015me v, = Uy, = 0,40 m/s. Confere?

Teste sua compreensao da Secdo 13.2 Um corpo estd preso
a uma mola, como mostra a Figura 13.13. Se o corpo ¢ deslocado
para x = 10,0 m e liberado a partir do repouso no tempo 1 = 0, ele
ird oscilar com amplitude A = 0,10 m e angulo de fase ¢ = 0. (a)
Suponha agora que em f = 0 o corpo esteja em x = 0,10 m e
movendo-se para a direita, conforme a Figura 13.13. Nessas con-
digdes, a amplitude é maior, menor ou igual, se comparada ao
valor anterior de 0,10 m? E o dngulo de fase € maior do que zero,
menor do que zero ou igual a zero? (b) Suponha, desta vez, que
em ¢ = 0 o corpo esteja em x = 0,10 m e movendo-se para a
esquerda, conforme a Figura 13.13. Nessas condigdes, a amplitu-
de é maior, menor ou igual, se comparada ao valor anterior de
0,10 m? E o dngulo de fase é maior do que zero, menor do que
zero ou igual a zero?

13.3 Energia no movimento
harmoénico simples

Podemos aprender ainda mais sobre o movimento
harménico simples levando em conta aspectos relaciona-
dos a energia. Observe novamente o corpo oscilando na
extremidade da mola nas figuras 13.2 e 13.13. Ja dissemos
que a for¢a da mola € a tnica for¢a horizontal que atua
sobre o corpo. A for¢a que a mola ideal exerce sobre um
corpo é uma forga conservativa, e as forcas verticais ndo
realizam trabalho, de modo que a energia mecénica total
do sistema é conservada. Vamos também supor que a
massa da mola seja desprezivel.

A energia cinética do corpo € dada por K = Im? ea
energia potencial da mola é U = 3kx?, tal como na Segio
7.2. (Seria util fazer uma revisdo dessa secdo.) Nio existe
nenhuma forga dissipativa realizando trabalho, logo a ener-
gia mecénica total E = K + U é conservada:

E = %mvf + %kxz = constante (13.20)

A energia mecanica total £ é também relacionada dire-
tamente com a amplitude A do movimento. Quando o corpo
atinge o ponto x = A, seu deslocamento madximo a partir do
ponto de equilibrio, ele pira momentaneamente e depois
retorna ao seu ponto de equilibrio. Ou seja, quando x = A (ou
x =-A), v, =0. Nesse ponto a energia ¢ inteiramente poten-
cial, e E = 1kA% Como E ¢é constante, ela permanece sem-
pre igual a 5 kA em qualquer outro ponto. Combinando essa
expressdo com a Equagio (13.20), obtemos

1 1 1
E = —mv?+ —kx* = —kA? = constante
g =7 2
(energia mecdnica total no MHS) (13.21)
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E=K+ U

E=K+ U E=K+U E=K+U
E ¢ toda composta E é em parte energia E é toda E ¢ em parte E é toda
pela energia potencial.  potencial, em parte composta pela  energia potencial, em composta pela
energia cinética. energia cinética.  parte energia cinética. energia potencial.

Figura 13.14 Gréficos de £, K e U em funcéo do deslocamento em MHS. A velocidade do corpo ndo & constante, portanto essas imagens do corpo
em posicdes com intervalos espaciais iguais entre si ndo estao colocadas em intervalos iguais no tempo.

Podemos verificar essa equacdo substituindo x e v,
fornecidos pelas equagdes (13.13) e (13.15), e usando a
relagdo w” = k/m da Equagio (13.9):

1

1
Emv_‘.z + *z-kxz

%m[—wAsen(wr +¢))* + %k[Acos(wr +¢)]?

E

Il

—kA’sen (wt + ¢) + %kAzcosz(wr + ¢)

s g

= 2](,4
(Lembre que sen’a + cos’a = 1.) Portanto, as nossas
expressoes para o deslocamento e para a velocidade no
movimento harmonico simples sdo consistentes com a
conservagdo da energia, como era de se esperar.

Podemos usar a Equagdo (13.21) para explicitar a
velocidade v, do corpo em fung¢io do deslocamento x:

k
v, = t\/; VA — x? (13.22)

O sinal + significa que, em um dado ponto x, o corpo
pode estar se deslocando em qualquer um dos dois senti-
dos. Por exemplo, quando x = £A/2, temos

A Equacdo (13.22) também mostra que a velocidade
mdxima U, ocorre em x = (. Usando a Equagdo (13.10),

@ =" /k/m , verificamos que

k
Unix = \/;A = wA (13.23)

Esse resultado concorda com a Equacdo (13.15), a
qual indica que v, oscila entre — wA € + wA.

(a) A energia potencial U e a energia meciinica
total E de um corpo em MHS em fungio
do deslocamento x.

A energia mecanica total E é constante.

B Energia H ’
E :
\\ / E 1’
\~U = 3k P :
i K |
I |
I I
| | |
| | U |
| | |
| L 5
—A 0 x A

(b) O mesmo grifico do item (a), mostrando
também a energia cinética K.
Em x = A a energia é toda potencial;
j a energia cinética é nula. i

Em x = 0 a energia é toda cinética, !
a energia potencial é nula.

v i Energia| ; 2.5
; YE=K+ U ¢

L L

X

—-A L0 A

Nesses pontos a energia € parte
cinética e parte potencial.

Figura 13.15 Energia cinética K, energia potencial U e energia mecanica
total £ em fungdo da posi¢do no MHS. Em cada ponto x a soma dos valores
de K e de U é sempre igual ao valor constante E. Vocé consegue demonstrar
que a energia & em parte cinética e em parte potencial em x = = \/1 A?

pe——



Interpretando E, K e U em MHS

A Figura 13.14 mostra as energias E, K e U para os
pontos x =0, x =+ A/2 e x =+ A. A Figura 13.15 € uma
representacio grifica da Equagdo (13.21); o eixo vertical
indica a energia (cinética, potencial e total) e a posi¢ao x é
indicada no eixo horizontal. A curva parabélica mostrada
na Figura 13.15a representa a energia potencial U = Thx?.
A linha horizontal representa a energia mecinica total £
que permanece constante e ndo varia com a posicio x. Essa
linha corta a curva da energia potencial nos pontos x = — A
e x = A, nos quais a energia ¢ totalmente potencial, a ener-
gia cinética € nula e o corpo entra momentaneamente em
repouso antes de inverter o sentido. Enquanto o corpo osci-
la entre —A e A, a energia € continuamente transformada de
potencial em cinética e vice-versa.

A Figura 13.15a mostra a conexdo entre a amplitude
A e a correspondente energia mecénica total E = JkA”. Se
tentdssemos fazer x maior do que A (ou menor do que — A),
U seria maior do que E, e K seria negativa. Porém, K nunca
pode ser negativa, logo x ndo pode ser maior do que A nem
menor do que — A.

Estratégia para a solucdo de problemas 13.2

MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES I1: ENERGIA A equa-
¢dio para a energia, Equagio (13.21), fornece uma relagiio alterna-
tiva util entre a velocidade e a posi¢io, especialmente quando
grandezas energéticas sdo também solicitadas. Caso o problema
envolva uma relagdo entre a velocidade, a posicio e a aceleracio
sem fazer referéncia ao tempo, em geral é mais fécil usar a Equagio
(13.4) (segunda lei de Newton) ou a Equagdo (13.21) (conservagio
da energia) do que usar as relagdes gerais de x, U, e a, em fungio
do tempo [dadas, respectivamente, pelas equagdes (13.13), (13.15)
e (13.16)]. Como a equago da energia envolve x* e 0., ela nio lhe
diz qual é o sinal de x nem de v,; vocé terd de achar o sinal para
cada situagdo. Por exemplo, se o corpo for deslocado da sua posi-
¢do de equilibrio para o ponto de seu deslocamento positivo maxi-
mo, cntﬁu x é positivo e U, também € positiva.

Exemplo 13.4 | -

VELOCIDADE, ACELERM;AO E ENERGIA EM UM MHS

Na oscilagio discutida no Exemplo 13.2, k=200 N/m, m = 0,50 kg
e o corpo que oscila € solto a partir do repouso no ponto x = 0,020 m.
a) Ache a velocidade médxima e a velocidade minima atingidas
pelo corpo que oscila. b) Ache a aceleragdo mdxima. ¢) Calcule a
velocidade e a aceleragdo quando o corpo estd na metade da dis-
tincia entre o ponto de equilibrio e seu afastamento maximo.
d) Ache a energia mecinica total, a energia potencial e a energia
cinética nesse ponto.

SOLUCAO

IDENTIFICAR: o problema trata do movimento em diversas
posicaes, ndo em rempos especificos. Esse € um indicio de que
vocé pode usar as relagoes de energia vistas nesta se¢do para
encontrar as varidveis pedidas.
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PREPARAR: a Figura 13.13 mostra a escolha do eixo Ox. O des-
locamento médximo a partir da posicao de equilibrio é A = 0,020 m.
Para qualquer posi¢do x, usamos as equagdes (13.22) e (13.4)
para achar a velocidade v, e a aceleracdo a,, respectivamente.
Dadas a velocidade e a posi¢do, usamos a Equacdo (13.21) para
encontrar o valor das energias K, Ue E.

EXECUTAR: a) velocidade v, em fungdo do deslocamento x ¢é
dada pela Equacgdo (13.22):

i
U = i\ji VA - x?
m

A velocidade méxima ocorre no ponto em que o corpo estd se
deslocando da esquerda para a direita, passando por sua posi¢io
de equilibrio, onde x = 0:

= Upgx = \[ \/OSOk (0,020m) = 0,40 m/s

A velocidade minima (ou seja, a mais negativa) ocorre quando o
corpo esti se deslocando da direita para a esquerda e passa pelo
ponto em que x = 0; seu valor € — U, = — 0,40 m/s.

b) Pela Equagio (13.4),

k

&y =" %
g m

A aceleragdo mdxima (mais positiva) ocorre no ponto correspon-
dente ao maior valor negativo de x, ou seja, para x = — A; logo

k 200 N/m

o = = (—A) =

- 50k ™ (—0,020m)

= 8,0 m/s*

A aceleragdio minima (ou seja, a mais negativa) ¢ igual a —8,0 m/s’
e ocorre no ponto x = + A = +0,020 m.

¢) Em um ponto na metade da distéincia entre o ponto de equilibrio e
o afastamento maximo, x = A/2 = 0,010 m. Pela Equagio (13.22),

00 N/m o
050ks T /(0,020m)? - (0,010m)? = —0,35 m/s

U.r I
Escolhemos a raiz quadrada negativa porque o corpo estd se des-
locando de x = A até o ponto x = 0. Pela Equacido (13.4),

= QOON/ ~(0,010m) = —4.0 m/s’
T 770,50 kg iy =

Nesse ponto, a velocidade e a aceleragio possuem o mesmo sinal,
logo a velocidade estd crescendo. As condigdes nos pontos x = 0,
x =% A/2 e x = + A sdo indicadas na Figura 13.14.

d) A energia total possui o mesmo valor para todos os pontos
durante 0 movimento:

] 2
= 5(200 N/m) (0,020 m)* = 0,040 J
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A energia potencial é

1
= 5(200 N/m) (0,010 m)? = 0,010J
e a energia cinética é

K= °=—(050kg)( 0,35 m/s)* = 0,030

1
2

AVALIAR: nesse ponto x = A/2, a energia E é composta por } de
energia potencial e por ; de energia cinética. Vocé pode verificar
isso observando a Figura 13.15b.

ENERGIA E MOMENTO LINEAR NO MHS

Um bloco de massa M preso a uma mola de constante k descreve
um movimento harménico simples horizontal com uma amplitu-
de A,. No instante em que o bloco passa pela posi¢io de equili-
brio, um pedaco de massa de vidraceiro, de massa m, cai vertical-
mente de uma pequena altura sobre o bloco e gruda nele. a)
Calcule a nova amplitude e o periodo. b) Repita a parte (a) supon-
do que a massa caia sobre o bloco no momento em que ele estd
na extremidade de sua trajetéria.

IDENTIFICAR: o problema envolve o movimento em uma dada
posi¢do, e ndo em dado instante, portanto podemos usar o método
da energia. Antes de a massa cair sobre o bloco, a energia meci-
nica da mola e do bloco oscilantes era constante. Quando a massa
gruda no bloco, a colisdo é completamente ineldstica (ver a Sec¢ao
8.3); existe conservagio do componente x do momento linear,
porém a energia cinética diminui. Depois que a colisdo termina,
a energia mecinica permanece constante em um novo valor.

PREPARAR: a Figura 13.16 mostra nossos esbogos. Em cada
parte, consideramos o que acontece antes, durante e depois da
colisdo. Encontramos a amplitude A; depois da colisdo a partir
da energia final do sistema, e encontramos o periodo T, apos a
colisdo usando a relagio entre periodo e massa.

EXECUTAR: a) Antes da colisdo, a energia mecénica total da
mola e do bloco é dada por E, = 1kA,%. Como o bloco estd na
posi¢do de equilibrio, U = 0, a energia ¢ puramente cinética
(Figura 13.16a). Designando por v, a velocidade do bloco na
posicio de equilibrio, obtemos

1 | . | k
E, = EMUIZ = EkA,‘ entio v, = HA'

Durante a colisio existe conservacdo do componente x do
momento linear do sistema massa e bloco. (Por qué?) Imediatamente
antes da colisdo, esse momento linear é dado pela soma de Muv,
(para o bloco) e zero (para a massa). Imediatamente depois da
colisiio, o bloco e a massa se movem juntos com velocidade v,, e
o momento linear desse conjunto é dado por (M + m)v,. Pela lei
da conservagio do momento linear, obtemos

(@)
AN

|
Massa c.lc i
vidraceiro

k s
PNV |
e ol
r s T +x
(0] A

Posicdo de equilibrio

(b)

k s
4
b2
7 7 ¥ v 4’ +x
(0] A,
Posigiio de equilibrio
Figura 13.16 Nossos esbogos para este problema.
Mv, + 0= (M+m) td £
v = m)v, entdo v, = v
: 5 M+ m

A colisdo dura um intervalo de tempo muito pequeno, de modo que
imediatamente depois da colisdo o bloco e a massa se encontram
ainda na posigdo de equilibrio. A energia ainda é puramente cinéti-
ca, porém é menor do que a energia cinética antes da colisdo:

1 s M M |1 2
Ez=5(M+m)Uz=§M+ vl = (—Mv,‘)

El
M+ m

Como E, ¢ igual at kA7, onde A, é a amplitude depois da colisio,
temos

Il

l - M ] l
kA2 = —KA?2
27 T A\M A mf2™!
M
A, =A
2 . M+ m

Quanto maior for o valor de m da massa de vidraceiro, menor serd
a amplitude final.

O cilculo do periodo da oscilagdo depois da colisdo € facil.
Usando a Equagdo (13.12), obtemos

T, = 2my (M2
2 T &

b) Quando a massa de vidraceiro cai sobre o bloco, ele estd
momentaneamente em repouso (Figura 13.16b). O componente x
do momento linear é zero tanto antes quanto depois da colisdo.



(b) Um corpo suspenso na
extremidade da mola estd em
equilibrio quando a for¢a da mola
de baixo para cima possui modulo
igual ao do peso do corpo.

€)]

(c) Se o corpo sofre um deslocamento a
partir da posigdo de equilibrio, a for¢a
restauradora do corpo € proporcional

a esse deslocamento. As oscilagtes
constituem um MHS.
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Figura 13.17 Um corpo suspenso
na extremidade de uma mola.

.

Uma mola suspensa

W

F = k(A — x)

que obedece a
lei de Hooke.

O bloco possufa energia cinética zero imediatamente antes da coli-
sd0; a massa e o bloco possuem energia cinética zero imediatamente
depois da colisdo. A energia toda é composta de energia potencial
armazenada na mola, portanto o acréscimo da massa de vidraceiro
ndo exerce nenhum efeito sobre a energia mecéanica. Ou seja,

E,=E, = %mﬁ
¢ a amplitude ndo se altera apés a colisio (4; = A,). O periodo,
entretanto, continua variando quando a massa é grudada no
bloco; o seu valor ndo depende do modo pelo qual a massa é
adicionada ao sistema; depende apenas do valor da massa total.
Logo, T, é igual ao obtido na parte (a), T, = 27V (M + m)[k.

AVALIAR: Por que a energia é perdida na parte (a) mas ndo na
parte (b)? A diferenca € que, na parte (a), a massa de vidraceiro
desliza contra o bloco em movimento durante a colisdo, e a ener-
gia € dissipada por atrito cinético.

Teste sua compreensdo da Se¢do 13.3 a) Para dobrar a
energia total em um sistema massa-mola que oscila em MHS, de
que fator deve aamplitude aumentar? (i) 4; (ii) 2; (iii) V2=14 14;
(iv) \4/5 = 1.189. b) De que fator ird variar a freqiiéncia devido
a esse aumento na amplitude? (i) 4; (ii) 2; (iii) V2 = 1.414: (iv)
\Vi = 1.189; (v) ndo se altera. i

13.4 Aplicacoes do movimento
harmoénico simples

Até o momento, analisamos muitos exemplos de uma
tinica situagdo em que ocorre 0 movimento harménico sim-
ples (MHS): o caso da mola horizontal ideal ligada a um
corpo. Porém, o MHS pode ocorrer em qualquer sistema no
qual exista uma forga restauradora diretamente proporcional
ao deslocamento a partir da posi¢do de equilibrio, como na
Equacao (13.3), F, = — kx. A forga restauradora pode surgir
de diferentes modos em situagdes variadas, entdo a constan-
te k dessa forga deve ser achada mediante o conhecimento
da forga resultante que atua sobre o sistema. Depois dessa
determinacdo, torna-se ficil achar a fregiiéncia angular w,, a

freqiiéncia f e o periodo T: basta substituir o valor obtido
para k nas equacdes (13.10), (13.11) e (13.12). Vamos usar
esse procedimento para examinar diversos exemplos de
movimento harmonico simples.

MHS na direcao vertical

Suponha que penduremos um corpo de massa m em uma
mola suspensa verticalmente de constante k (Figura 13.17a).
As oscilagdes agora ocorrem na direcdo vertical; elas ainda
constituem um MHS? Na Figura 13.17b o corpo estd sus-
penso na mola em equilibrio. Nessa posi¢do, a mola estd
esticada de um valor Al suficiente para que a forga vertical da
mola sobre o corpo k Al equilibre o peso do corpo mg:

k Al =mg

Considere x = 0 a posi¢do de equilibrio e oriente o
sentido positivo do eixo Ox de baixo para cima. Quando o
corpo estd a uma distincia x acima da posigido de equilibrio
(Figura 13.17c), a deformagao da mola é Al — x. Logo, a
for¢a de baixo para cima exercida pela mola sobre o corpo
¢é k(Al — x), e o componente x da forga total resultante sobre

o corpo é
F, = k(Al —x) + (—mg) = —kx

Um corpo € colocado sobre a mola. Ele estd em
equilibrio quando a forga de baixo para cima exercida
pela mola comprimida for igual ao peso do corpo.

Mola que
obedece —— Al
alei de
Hooke.

oy

Figura 13.18 Quando o peso mg comprime a mola até uma distancia
Al, a constante da mola é dada por k = mg/Al e a frequéncia angular do
MHS vertical € dada por @ = Vk/m — a mesma que o corpo
apresentaria se estivesse suspenso na mola (veja a Figura 13.17).
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ou seja, uma forga resultante orientada de cima para baixo
de modulo igual a kx. Analogamente, quando o corpo esta
abaixo da posi¢do de equilibrio, existe uma for¢a resultan-
te orientada de baixo para cima de médulo igual a kx. Em
qualquer dos casos, existe uma for¢a restauradora de
modulo igual a kx. Quando o corpo se move verticalmente,
ele oscila em MHS com a mesma freqiiéncia angular que
teria caso estivesse oscilando na horizontal, @ = \/13;1
Portanto, o MHS vertical é essencialmente andlogo ao
MHS horizontal. A tnica diferenca real é que a posi¢ao de
equilibrio (ponto x = 0) ndo corresponde mais ao ponto em
que a mola ndo estd deformada. O raciocinio anterior tam-
bém vale quando um corpo com peso mg ¢ colocado verti-
calmente sobre uma mola (Figura 13.18) e a comprime até
uma distincia Al.

Exemplo 13.6

MHS VERTICAL EM UM CARRO VELHO

Os amortecedores de um carro velho de 1000 kg estao completa-
mente gastos. Quando uma pessoa de 980 N sobe lentamente no
centro de gravidade do carro, ele se abaixa 2,8 cm. Quando essa
pessoa estd dentro do carro durante uma colisdo com um obsticu-
lo, o carro oscila verticalmente com MHS. Considerando o carro
€ a pessoa uma tnica massa apoiada sobre uma tnica mola, cal-
cule o periodo e a fregiiéncia da oscilagao.

SOLUCAO

IDENTIFICAR: a situagio é semelhante & mostrada na Figura 13.18.

PREPARAR: a compressido da mola quando o peso adicional ¢
acrescentado nos mostra a constante da mola, que podemos usar
para achar o periodo e a freqiiéncia (as varidveis procuradas).

EXECUTAR: quando a for¢a aumenta de 980 N, a mola sofre uma
compressdo adicional de 0,028 m e a coordenada x do carro varia
em —0,028 m. Portanto, a constante da mola efetiva (incluindo o
efeito da suspensio toda) é

1.5 980 N
k= ——=—

=i e 4 2
e omEm AR 0l

A massa da pessoa € p/g = (980 N)/(9,8 m/s*) = 100 kg. A massa
total que oscila é m = 1000 kg + 100 kg = 1100 kg. O periodo T é

= 0,90 Hz

Tr 1,1l%

AVALIAR: uma oscilagio persistente com um periodo de cerca de
um segundo ndo ¢ nada agraddvel. O propdsito dos amortecedores ¢
fazer com que tais oscilagdes sejam reduzidas (veja a Secao 13.7).

Roda catarina Mola

N, ol

O torque da mola 7, se opoe
ao deslocamento angular 6.

@

Figura 13.19 A roda catarina de um reldgio mecanico. A mola helicoidal exerce
um torque restaurador proporcional ao deslocamento angular 6 a partir da
posicdo de equilibrio. Logo, o movimento & um MHS.

MHS angular

A Figura 13.19 mostra a roda catarina de um relégio
mecdnico. A roda possui um momento de inércia [ em
torno de seu eixo. Uma mola helicoidal (chamada de mola
cabelo) exerce um torque restaurador 7, proporcional ao
deslocamento angular 6 a partir da posicdo de equilibrio.
Escrevemos 7. =—«#, onde « (letra grega ‘capa’) é uma
constante denominada constante de tor¢ao. Usando o and-
logo rotacional da segunda lei de Newton para um corpo
rigido, 27, =la, = Id 0 /dt°, a equacao do movimento €

o _ _x
dr’ I

Essa equacgido possui forma exatamente igual a da
Equacdo (13.4), que fornece a aceleragio de um movimen-
to harmdnico simples, se substituirmos x por 6 e k/m por
k/I. Logo, trata-se da forma angular do movimento harmo-
nico simples. A freqiiéncia angular w e a freqiiéncia f sdo
dadas, respectivamente, pelas equacoes (13.10) e (13.11),
fazendo-se as mesmas substitui¢des mencionadas:

—kf = la ou

1 K
I=5aN1
(MHS angular)

K
= g e
I

(13.24)

O movimento € descrito pela funcgio
=0 cos (wf +d¢)

onde O desempenha o papel de uma amplitude angular.

E vantajoso que a oscilagio de uma roda catarina
seja um movimento harménico simples. Caso ndo fosse,
a freqiiéncia dependeria da amplitude, e o relégio poderia
adiantar ou atrasar quando a mola se desgastasse.

*Vibracoes das moléculas

O estudo que faremos a seguir sobre as vibragdes das
moléculas usa o teorema binomial. Caso vocé nido esteja
familiarizado com esse teorema, consulte a se¢io adequada
em seu livro de matematica.



Quando dois dtomos estdo separados por uma dis-
tincia da ordem de alguns didmetros atémicos, eles
exercem entre si uma forca de atragdo. Porém, quando
eles estdo suficientemente proximos, de modo que haja
superposi¢do entre suas respectivas nuvens eletrénicas,
as forgas entre os dtomos passam a ser repulsivas. Entre
essas duas situagdes extremas, pode existir uma posi¢io
de equilibrio, na qual os dois dtomos constituem uma
molécula. Quando esses dtomos sdo ligeiramente deslo-
cados das suas posi¢des de equilibrio, eles comegam a
oscilar. Vamos verificar se essas oscilagdes podem cons-
tituir um movimento harmdnico simples.

Como exemplo, consideraremos um tipo de forca
entre dtomos conhecida como interagdo de van der Waals.
No momento, nosso objetivo especifico é estudar oscila-
¢oes, por isso ndo forneceremos detalhes acerca do proces-
so dessas intera¢des. Suponha que o centro de massa de um
dos dtomos seja a origem e que o centro do outro dtomo
esteja a uma distancia r (Figura 13.20a); a distdncia de
equilibrio entre os centros ¢ dada por r = R,,. A experiéncia
mostra que a interacdo de van der Waals pode ser descrita
pela seguinte fun¢@o de energia potencial

-l 4]

onde U, € uma constante com unidade de joule. Quando a
distincia entre os dois dtomos for muito grande, U = 0;
quando a separaciio entre os dois dtomos for igual a distan-
cia de equilibrio r = Ry, U = —U,,. A forga sobre o segundo
dtomo € obtida pela derivada negativa da Equacio (13.25),

(13.25)

F, =
dr r

-y -

(b) Energia potencial U do sistema de dois
dtomos em fungio de r.

13 r?

_av _ U{'Mu” . ﬁ}
- Yo

(13.26)

(a) Sistema de dois dtomos.
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As figuras 13.20b e 13.20c indicam, respectivamente,
a energia potencial e a for¢ca em funcdo da distincia.
A forga € positiva para r < Rje negativa para r > R; logo,
ela ¢ uma forga restauradora.

Para estudar a forca F, na Equagio (13.26), vamos
definir uma varidvel x para descrever o deslocamento a
partir do equilibrio:

x=r—Ry logor=Ry+x

Em termos de x, a for¢a F, na Equagio (13.26) é dada por

UU R(} 13 R(] i
F.=12— o
R(} R0+x Rﬂ"‘x
U, | |
=12— - — 13.27)
Ry (1+x/Ry)" (|+X/R0)7} (

Essa for¢a ndo se parece em nada com a lei de
Hooke, F, = —kx, de modo que poderiamos ser induzidos
a pensar que as oscilagdes moleculares ndo constituem
um MHS. Porém, vamos restringir nosso estudo a oscila-
¢oes com pequenas amplitudes, de modo que o médulo
do deslocamento x seja pequeno em comparagio com R,
e o médulo da razdo x/R, seja muito menor do que 1.
Podemos entdo simplificar a Equagdo (13.27) usando o
teorema binomial:

=
(1+u)"=1 +mur'f'ﬂm“—)“r2
2!
-1 e
L nln 3)'(’1 )y" + eee (13.28)

Quando lul for muito menor do que I, cada termo
sucessivo da Equagdo (13.28) é muito menor do que o
termo precedente, e podemos aproximar com seguranga
(1 +u)" usando apenas os dois primeiros termos do desen-

() Aforga F, em fungio de r.

Distiincia entre os u F
centros __dns itomos. 20, F 10U,/R, |» \ F.(r)
U( r) Pardbola | \ F ) : -
™ Perto do equilibrio, U/ \ oo Perto do equilibrio, F, pode
U, | pode ser aproximado SUy/R, -.\ ser aproximado por uma reta.
" por uma pardbola,
" r 0 ' -
— N — Tk,
Atomos | 3
. —Uy —SUy/Ry - i
F, = forga exercida pelo 3 H , SRS
atomo do lado esquerdo O ponto de equilibrio é em r = R 0 pomc.: d‘e egu_nlfhno éemr =R,
sobre o dtomo do lado direito.”2Uo [~ (onde U é minimo). —10Uy/Ry (onde F, é minima).

Figura 13.20 (a) Dois dtomos com os centros separados por uma distdncia 7. (b) Energia potencial U da interacdo de van der Waals em funcio de r. (c)

A forca F, sobre o dtomo do lado direito em funcao de r.
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volvimento. Na Equagao (13.27), substituindo u por x/R,e
fazendo n igual a —13 ou -7, obtemos

I -13 __ . X
mj—lg = (1 +IJRU) ~1+ ( 13)R0
! g ]
Q +leu)7=(] +x[Ry) T =1+ ( 7)Ru
F =~ 12%‘:“1 + (—13)Ri0) b 5 (—?)Ri”)
= —(%ﬂ) (13.29)

Essa é precisamente a lei de Hooke, com a constante
da forca dada por k = 72Uy/R,’. (Note que k apresenta as
unidades corretas J/m® ou N/m.) Logo, as oscilacdes das
moléculas ligadas pela interacdo de van der Waals podem
constituir um movimento harménico simples, desde que a
amplitude seja pequena em comparagao a Ry, de modo que
seja vilida a aproximacio Ix/Ryl << 1 usada na dedugdo da
Equagio (13.29).

Podemos também mostrar que a energia potencial U
na Equacao (13.25) pode ser escrita como U = %kxz +l;
onde C = -Uye k é novamente igual a 72Uy/R,°. Quando
se adiciona uma constante, a energia potencial nio se alte-
ra fisicamente, portanto o sistema constituido por duas
massas ¢ essencialmente semelhante ao sistema da massa
ligada a uma mola horizontal, cuja energia potencial é dada
por U = Skx®. Deixamos a demonstragio a seu encargo,
como exercicio. (Ver Exercicio 13.39.)

VIBRACAO MOLECULAR

Dois dtomos de argonio podem formar uma molécula fracamente
ligada, Ar,, que ¢ mantida unida pela interagdo de van der Waals com
Uy= 1,68 X 10" J e Ry=3,82 X 10™""m. Calcule a fregiiéncia das
pequenas oscilagdes dos dtomos em torno da posicao de equilibrio.

IDENTIFICAR: esta é a mesma situagdo mostrada na Figura 13.20.

PREPARAR: como as oscilagdes sdo pequenas, podemos usar a
Equagao (13.11) para obter a freqiiéncia do MHS. A constante da
mola é dada pela Equacio (13.29).

EXECUTAR: a constante da mola é

720, _ 72(1,68 X 107%'J)

=2 = 2 = 0,829 J/m? = 0,829 N/m
RZ  (3.82x 109m)? / /

Ela é compardvel & constante da forca de uma mola frouxa, tal
como as molas usadas em brinquedos do tipo ‘mola maluca’.

Pela tabela periddica dos elementos (Apéndice D), a massa
atdbmica média do argdnio é

(39!948 u}{ 1;66 XIOWZ? kg/] LI) = 6‘63 » ]026 kg

Quando um dos dtomos de argbnio estd fixo e o outro oscila, a
freqiiéncia das oscilagdes é

1 k 1 0,829 N/m i
f===\— 5 — =563 X 10" Hz
2r Nm 27w N 6,63 X 10" kg

A massa que oscila é muito pequena, portanto mesmo uma mola
frouxa pode produzir oscilagdes muito rdpidas.

AVALIAR: nossa resposta para f nio é muito correta. Quando niio
existe nenhuma forga externa atuando sobre a molécula, o centro
de massa da molécula (localizado na metade da distincia entre os
dois dtomos) nio acelera. Para garantir isso, os dois dtomos osci-
lam com a mesma amplitude em sentidos opostos. Podemos dar
conta dessa questio substituindo m por m/2 na equacao de f. (Veja
o Problema 13.86.) Isso faz f aumentar de um fator N, logo,
f=V2(563 % 10" Hz) = 7,96 X 10" Hz. Uma complica-
¢do adicional ocorre porque, na escala atbmica, para descrever
oscilagdes e outros movimentos, devemos usar a mecdnica qudn-
tica, e ndo a mecdnica newtoniana. Felizmente, a freqiiéncia
possui 0 mesmo valor na mecinica quintica.

Teste sua compreensdo da Secdo 13.4 Um bloco suspen-
so em uma mola ideal oscila para cima e para baixo com um
periodo igual a 10 s sobre a Terra. Se vocé levar o bloco e a mola
para Marte, onde a aceleragiio da gravidade € apenas 40% da
aceleragdo da gravidade na Terra, qual serd o novo periodo da
oscilagdo? (i) 10 s; (ii) mais de 10 s; (iii) menos de 10 s. i

13.5 O péndulo simples

Um péndulo simples ¢ um modelo idealizado consti-
tuido por um corpo puntiforme suspenso por um fio inex-
tensivel de massa desprezivel. Quando o corpo puntiforme
é puxado lateralmente a partir da sua posi¢ao de equilibrio
e a seguir libertado, ele oscila em torno da posi¢ao de equi-
librio. Algumas situagoes familiares, como uma bola de
demolicdo presa ao cabo de um guindaste ou uma crianca
sentada em um balango (Figura 13.21a), podem ser consi-
deradas péndulos simples.

A trajetéria do corpo puntiforme (algumas vezes cha-
mado de peso) nao é uma linha reta, mas um arco de cir-
cunferéncia de raio L igual ao comprimento do fio (Figura
13.21b). Usaremos como coordenada a distincia x medida
ao longo do arco. Para que a oscilagio seja um movimento
harménico simples é necessdrio que a forca restauradora
seja diretamente proporcional a distincia x ou a @ (porque
x = L#). Serd que isso estd correto?

Na Figura 13.21b, representamos a for¢a sobre o peso
em termos do componente radial e do componente tangen-
cial. A forga restauradora F' € o componente tangencial da
forca resultante:

Fy = —mgsen6 (13.30)



(a) Um péndulo real.

(b) Um péndulo ideal simples.

=+ Suponha que o fio
ndo tenha massa
e seja inextensivel.

O peso é
considerado um
corpo puntiforme.

’

O, ;ng ssn 8
A forga restauradora sobre
0 peso € proporcional a %
sen #, ndo a 6. Entretanto, b
para um # pequeno, sen 6 = @, \
entdo o movimento é
aproximadamente um
movimento harmonico simples.

Figura 13.21 A dindmica de um péndulo simples.

A forga restauradora é fornecida pela gravidade; a
tensdo T atua meramente para fazer o peso puntiforme se
deslocar ao longo de um arco. A forga restauradora ndo é
proporcional a #, mas sim a sen 6; logo, o movimento néo
€ harmonico simples. Contudo, quando o dngulo 6 é peque-
no, sen # ¢ aproximadamente igual ao dngulo 6 em radia-
nos (Figura 13.22). Por exemplo, quando 6 = 0,1 rad
(aproximadamente igual a 6°), sen # = 0,0998, uma dife-
renca de apenas 0,2%. Com essa aproximacio, podemos
escrever a Equagao (13.30) na forma

%
Fy= —mgb = —mgz ou
m
F= —Tgx (13.31)

A forga restauradora € entdo proporcional a coordena-
da para pequenos deslocamentos, e a constante da forga é
dada por k = mg/L. Pela Equacdo (13.10), a freqiiéncia
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Fy
2mgl T Fy= —mgsend
(real)
o . omghk = Fy = —mgh
\\\ (aproximado)

1 1 L 1
Zal —als o[ ~alt a2 ?@D

—mgl

—2mgl

Figura 13.22 Em deslocamentos angulares pequenos #, a forca
restauradora Fy=-mg sen @ sobre um péndulo simples é aproximadamente
igual a —mg 6, isto &, é aproximadamente proporcional ao deslocamento
0. Assim, para angulos pequenos, as oscilagdes sdo movimentos
harménicos simples.

angular @ de um péndulo simples com amplitude pequena
¢é dada por

\/E / mg/ I

w = —_— = e
m m

A freqiiéncia e o periodo correspondentes sdo dados por

o
f= 2d 2@ \/;
L (péndulo simples,

T 2m 1 e | B
T e f T\ ¢ amplitude pequena) (13.34)

£ (péndulo simples,
1, amplitude pequena) (13.32)

(péndulo simples,

amplitude pequena) (13.33)

Note que as relagdes anteriores ndo envolvem a massa
da particula. Isso ocorre porque a forga restauradora, que é
um componente do peso da particala, é proporcional a m.
Logo, a massa é cancelada porque aparece em ambos os
membros da equagio F = ma. (Esse raciocinio fisico é o
mesmo usado para mostrar que todos os corpos caem com
a mesma aceleracio no vdcuo.) Em pequenas oscilagdes, o
periodo de um péndulo simples para um dado valor de g é
determinado exclusivamente pelo seu comprimento.

A dependéncia de L e g indicada nas equagdes (13.32),
(13.33) e (13.34) € exatamente o que era esperado. Um
péndulo comprido possui um periodo maior do que um
péndulo curto. Quando g aumenta, a forca restauradora
torna-se maior, fazendo aumentar a freqiiéncia e diminuir
o periodo. Enfatizamos, mais uma vez, que o movimento
do péndulo simples é aproximadamente harmoOnico sim-
ples. Quando a amplitude ndo é pequena, o desvio do
comportamento harménico simples pode ser significativo.
Porém, como estabelecer o limite para ‘pequeno’?
O periodo pode ser desenvolvido em uma série infinita;
quando o deslocamento angular médximo € ©, o periodo T
é dado por

\/E y: ) 2,92
e e R I T ek
g 2 2

- sv:n49 + -+ +](13.35)
2544 2
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Podemos calcular o periodo com a precisio desejada
se tomarmos na série o nimero de termos necessarios.
Convidamos vocé a mostrar que quando ¢ = 15” (para cada
lado da direcdo vertical central), o periodo real é cerca de
0,5% maior do que o periodo aproximado indicado pela
Equagio (13.34).

A utilidade de um péndulo para medir o tempo depende
do fato de o periodo ser aproximadamente independente da
amplitude, desde que a amplitude seja pequena. Portanto,
quando um relégio de péndulo envelhece e a amplitude das
oscilagdes diminui um pouco, o relégio continua a medir o
tempo de modo aproximadamente correto.

Exemplo 13.8 §

UM PENDULO SIMPLES Calcule a fregiiéncia e o periodo de
um péndulo simples de 1000 m de comprimento em um local
onde g = 9,800 m/s’.

SOLUCAO

IDENTIFICAR: como se trata de um péndulo simples, podemos
usar as idéias discutidas nesta secdo.

PREPARAR: usaremos a Equacio (13.34) para calcular o periodo
T do péndulo a partir de seu comprimento, e a Equagio (13.1)
para achar a freqiiéncia f a partir de T.

EXECUTAR: pelas equacdes (13.34) e (13.1):

T= ZH\/; - DO _ o 67 s
g 9,800 m/s”
I 1

f=}=m=0,4983!'12

AVALIAR: o periodo é quase exatamente igual a 2 s. De fato,
quando o sistema métrico foi estabelecido, o segundo foi definido
como a metade do periodo de um péndulo de 1 m. Essa ndo foi
uma boa escolha para um padrio de tempo, contudo, porque o
valor de g varia de um local para outro. Na Sec¢io 1.3, discutimos
padrdes mais modernos para o tempo.

Teste sua compreensao da Se¢do 13.5 Quando um corpo
que oscila preso a uma mola horizontal passa por sua posi¢do de
equilibrio, sua aceleragio ¢é igual a zero (ver Figura 13.2b).
Quando o peso de um péndulo simples oscilando passa pela posi-
¢io de equilibrio, sua aceleragio € igual a zero?

13.6 O péndulo fisico

Um péndulo fisico é qualquer péndulo real, que usa
um corpo com volume finito, em contraste com o modelo
idealizado do péndulo simples, que usa um corpo cuja
massa estd concentrada em um tdnico ponto. Para oscila-
¢oes pequenas, analisar o movimento de um péndulo fisico
¢ quase tdo fécil quanto analisar o movimento de um pén-
dulo simples. A Figura 13.23 mostra um corpo de forma
irregular suspenso por um pivd e girando sem atrito ao

O corpo € livre para girar
ao redor do eixo 0,

Pivd

Corpo de

forma z

A forga gravitacional

atua sobre o corpo

“em seu centro de

gravidade (cg).
’

dsenf

O torque restaurador A
sobre o corpo é : B

proporcional a sen #, Mg

ndo a #. Apesar disso, quando 8 € pequeno, senfl = f,
entdo o movimento € aproximadamente harmonico simples.

Figura 13.23 Dinamica de um péndulo fisico.

redor de um eixo que passa pelo ponto O. Na posicido de
equilibrio, o centro de gravidade estd diretamente abaixo do
pivd; na posi¢ao indicada na figura, o corpo estd deslocado
de um dngulo #, que noés usaremos como a coordenada do
sistema. A distancia entre o ponto O e o centro de gravida-
de é d; o momento de inércia do corpo em torno do eixo de
rotagdo passando pelo ponto O € [ e a massa total € igual a
m. Quando o corpo é deslocado conforme indicado, o peso
mg produz um torque restaurador
7. = —(mg) (dsenf) (13.36)

O sinal negativo mostra que o torque restaurador pos-
sui sentido anti-hordrio quando o deslocamento possui
sentido hordrio, e vice-versa.

Quando o corpo € liberado, ele oscila em torno da
posi¢do de equilibrio. O movimento ndo é harmdnico sim-
ples, porque o torque restaurador néo € proporcional a 8,
mas sim a sen 6. Contudo, quando o dngulo # é pequeno,
podemos novamente aproximar sen 6 por 6 em radianos,
como fizemos ao analisar o péndulo simples. Dessa forma,
o movimento € aproximadamente harmoénico simples.
Com essa aproximagao,

7, = —(mgd)#

A equacdo do movimento é 7. = la., logo

d’0
—(mgd)8 = la, = I—
(mgd)6 = for, = I
d mgd
EE = +—~f—8 (13.37)



Comparando esse resultado com a Equagdo (13.4),
vemos que o termo (k/m) do sistema massa-mola € andlogo
ao termo (mgd/I). Portanto, a freqiiéncia angular é dada por

w= ;m—fg (péndulo fisico, amplitude pequena)  (13.38)

A freqiiéncia f é } 7 desse valor, e o periodo 7' é dado por

[ 1
T=2m\|—
mgd

A Equacio (13.39) é a base para a determinagio do
momento de inércia de um corpo com forma complicada.
Inicialmente, localizamos o centro de gravidade do corpo
efetuando testes de equilibrio. A seguir, o corpo € suspenso
de modo que possa girar livremente em torno de um eixo,
e medimos o periodo T das oscilagdes com amplitude
pequena. Usando-se a Equagdo (13.39), o momento de inér-
cia / em torno desse eixo pode ser calculado a partir de 7,
da massa m e da distancia d entre o eixo e o centro de gra-
vidade (ver o Exercicio 13.49). Pesquisadores de biomeca-
nica usam esse método para calcular o momento de inércia
das pernas de animais. Essa informacdo é importante para
analisar como um animal caminha, conforme veremos no
segundo dos dois exemplos apresentados a seguir.

Exemplo 13.9 . S

PENDULO |=i5|co CONTRA PENDULO SIMPLES

Suponha que o corpo da Figura 13.23 seja uma barra uniforme de
comprimento L suspensa em uma de suas extremidades. Calcule
o periodo de seu movimento.

IDENTIFICAR: a varidvel que queremos encontrar € o periodo da
oscilagdo de uma barra que age como um péndulo fisico. Para
resolver esse problema, precisamos saber 0 momento de inércia
da barra.

PREPARAR: verificamos a Tabela 9.2 (Se¢ido 9.4) para achar o
momento de inércia da barra e depois substituimos esse valor na
Equagio (13.39) para calcular o periodo da oscilagdo.

(péndulo fisico,

amplitude pequena) (13.39)

EXECUTAR: de acordo com a Tabela 9.2, o momento de inércia
de uma barra uniforme em relagdo a um eixo passando em sua
extremidade é / = ML, A distincia entre o pivd e o centro de
gravidade € d = L/2. Pela Equagao (13.39),

l 2
'l
V3g

AVALIAR: caso a barra seja uma régua de um metro (L = 1,0 m)
eg=9.80 m/s’, obtemos

2(1,0m )
Ty —————5-= 1,645
3(9,80 m/s?)

T=2m
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Esse periodo é \/ﬁ = 0,816 menor do que o periodo do péndu-
lo simples de mesmo comprimento calculado no Exemplo 13.8
(Segdo 13.6). A distincia entre o cg da barra e o pivo é a metade
da distancia entre o cg do péndulo simples e o pivd, o que signi-
fica que o torque possui a metade do valor. Esse fator sozinho
seria suficiente para dar & barra um periodo V' 2 vezes maior do
que o do péndulo simples. Mas o momento de inércia da barra em
torno de uma de suas extremidades, [ = 1M';t'_ , ¢ um tergo do
momento da inércia do péndulo simples, fator que, sozinho, faria
com que o periodo da barra passasse a ser \/_L3 do péndulo
simples. O momento de inércia é o fator mais importante neste
caso, e € por essa razdo que a barra possui um periodo mais curto
do que o péndulo simples.

Exemplo 13.10 .

TYRANNOSAURUS REX E O PENDULO FisICO

Todos os animais que caminham, inclusive os homens, possuem
um ritmo natural da caminhada, ou seja, um nimero de passos
por minuto mais confortivel do que um ritmo mais lento ou
veloz. Suponha que esse ritmo natural seja igual ao periodo da
perna, encarada como um péndulo em forma de barra com um
pivo na junta do quadril. a) Como o ritmo de uma caminhada
natural depende do comprimento L da perna, medido desde o
quadril até o pé? b) Evidéncias de fdsseis mostram que o
Tyrannosaurus rex, um dinossauro com duas pernas que viveu ha
65 milhdes de anos no final do periodo creticeo, tinha pernas de
comprimento L = 3,1 m e uma passada (distincia entre uma pega-
da e a pegada seguinte do mesmo pé) S = 4,0 m (Figura 13.24).
Estime a velocidade da caminhada do Tyrannosaurus rex.

IDENTIFICAR: as varidveis procuradas sdo (a) a relag@o entre o
ritmo de caminhada e o comprimento da perna e (b) a velocidade
de caminhada do T. rex.

PREPARAR: vamos considerar a perna um péndulo fisico, com
um perfodo de oscilagio dado como no Exemplo 13.9. Quanto
mais curto o periodo, mais ripido é o ritmo de caminhada.
Podemos encontrar a velocidade de caminhada a partir do perio-
do e do comprimento da passada.

Figura 13.24 A velocidade da caminhada do Tyrannosaurus rex pode
ser estimada a partir do comprimento de sua perna L e do comprimento
de sua passada S.
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EXECUTAR: a) Conforme o Exemplo 13.9, o periodo de oscila-
ciodapernaéT = 27.-\/2L/33, proporcional a VL. Cada perio-
do (uma oscilagio completa da perna) corresponde a dois passos,
entdo o ritmo da caminhada em passos por unidade de tempo é
precisamente igual ao dobro da freqiiéncia f = 1/T. Portanto, o
ritmo da caminhada ¢é proporcional a I/\/L, Os animais de per-
nas curtas (valores pequenos de L), tais como ratos e cachorri-
nhos chihuahuas, t€m um ritmo veloz de caminhada; o homem, a
girafa e outros animais com pernas longas (valores grandes de L)
caminham em ritmo mais lento.

b) De acordo com nosso modelo para o ritmo natural da caminha-
da, o tempo de uma passada na caminhada do Tyrannosaurus rex
¢ dado por

o faL /
I = 211‘\'.' 3% 211'.\};

=29s

A distancia percorrida nesse intervalo de tempo € a passada S, de
modo que a velocidade da caminhada é

S 40m

= = 14mfs = 50km/h
T 295

v=

Esse valor é aproximadamente igual ao da velocidade da cami-
nhada tipica de um homem!

AVALIAR: nossa estimativa deve estar ligeiramente errada por-
que uma barra ndo é um modelo muito bom para uma perna. As
pernas de muitos animais, incluindo o homem e o Tyrannosaurus
rex, sao conicas; a quantidade de massa entre o joelho e o quadril
é muito maior do que entre o joelho e o pé. Logo, o centro de
gravidade estd a uma distincia menor do que L/2 a partir do qua-
dril; uma estimativa razodvel pode ser L/4. O momento de inércia
é consideravelmente menor do que ML’/3, provavelmente em
torno de ML*/15. Experimente essas estimativas seguindo o
Exemplo 13.9; vocé obterd um periodo mais curto para as oscila-
¢oes e um fator ainda maior para a velocidade da caminhada do
Tyrannosaurus rex.

Teste sua compreensdo da Secdo 13.6 O centro de gra-
vidade de um péndulo simples de massa m e comprimento L esté
localizado na posi¢do do peso do péndulo, a uma distincia L do
ponto de suspensio. O centro de gravidade de uma barra unifor-
me com a mesma massa m e comprimento 2L em torno de uma
extremidade estd também a uma distédncia L do ponto de suspen-
sdo. Em relagdo ao periodo do péndulo simples, o periodo dessa
barra uniforme € (i) maior; (ii) menor; (iii) igual. §

13.7 Oscilacoes amortecidas

Os sistemas oscilantes ideais que foram discutidos até
0 momento n@o possuiam atrito. Nesses sistemas as forcas
sdo conservativas, a energia mecénica total é constante e,
quando o sistema comega a oscilar, ele continua oscilando
eternamente sem nenhuma diminui¢@o da amplitude.

Os sistemas reais sempre possuem alguma forga néo
conservativa, contudo, e a amplitude das oscilagoes vai
diminuindo com o tempo, a menos que seja fornecida algu-

Figura 13.25 Um sino balangando por si s6 acaba parando de oscilar
devido a forcas amortecedoras (resisténcia do ar e atrito no ponto de
suspensado).

ma energia para suprir a dissipagcdo da energia mecénica.
Um relégio de péndulo mecinico continua a oscilar porque
a energia potencial acumulada em uma mola ou em sistema
de pesos suspensos € usada para suprir a dissipagio da
energia mecénica no pivd e nas engrenagens. Porém, a
mola acaba se desgastando, ou os pesos acabam atingindo
o final de seus percursos. Entdo ndo existe mais energia
disponivel, e a amplitude das oscilagdes diminui até o pén-
dulo parar.

A diminui¢@o da amplitude provocada por uma forca
dissipativa denomina-se amortecimento e o movimento
correspondente denomina-se oscilacio amortecida. O
caso mais simples a ser examinado em detalhe é um osci-
lador harménico simples com uma forga de atrito amorte-
cedora diretamente proporcional a velocidade do corpo
que oscila. Esse comportamento ocorre no escoamento de
um fluido viscoso, tal como em um amortecedor ou no
caso do atrito entre superficies lubrificadas com dleo.
Nesse caso, existe uma forga de atrito adicional que atua
sobre o corpo, dada por F, = —bv,, onde v, = dx/dt é a
velocidade e b € uma constante que descreve a intensidade
da for¢a de amortecimento. O sinal negativo indica que a
forca possui sempre um sentido contrario ao da velocidade.
Portanto, a for¢a resultante sobre o corpo é dada por

> F, = —kx — bu, (13.40)
e a segunda lei de Newton para o sistema é
dx d*x
—kx — bv, =ma, ou —kx—b—=m—5 (134])
dr dt”

A Equacdo (13.41) é uma equacao diferencial para x; a
tinica diferenca entre ela e a Equacdo (13.4) que fornece a
aceleragcao no MHS € que ela possui um termo adicional
—bdx/dt. Essa equagdo pode ser resolvida facilmente pela
teoria das equacoes diferenciais, porém ndo daremos os deta-
lhes dessa solugio aqui. Quando a forca de amortecimento
¢ relativamente pequena, o movimento € descrito por



x = Ae P cos(w't + @)

(oscilador com amortecimento pequeno) (13.42)
A freqiiéncia angular ' é dada por
, k b?
) Sl
m  4m
(oscilador com amortecimento pequeno) (13.43)

Podemos verificar que a Equagio (13.42) é uma solucio
da Equacio (13.41) calculando a primeira e a segunda deriva-
das de x, substituindo o resultado na Equac@o (13.41) e con-
ferindo se o membro esquerdo € igual ao membro direito.
Esse procedimento ¢ muito simples, porém trabalhoso.

O movimento descrito pela Equagido (13.42) difere do
caso sem amortecimento de dois modos. Primeiro, a ampli-
tude Ae”"" ndo é constante e diminui com o tempo por
causa do fator decrescente ¢ """, A Figura 13.26 é um
grifico da Equacido (13.42) para um angulo de fase ¢ = 0;
ela mostra que, quanto maior for o valor de b, mais rapida-
mente diminuird a amplitude.

Segundo, a freqiiéncia angular ', dada pela Equagio
(13.43), ndo é mais igual @ = Vk[m, e sim ligeiramente
menor. Ela tende a zero quando b € tdo grande que

b2
_Z’F_

0 ou b=2Vkm (13.44)

k

m
Quando a Equacio (13.44) ¢ satisfeita, ocorre o chamado
amortecimento critico. O sistema nio oscila mais e, ao
ser deslocado e libertado, retorna para sua posi¢io de equi-
librio sem oscilar.

A condi¢ido b maior do que 2Vkm corresponde ao
superamortecimento. Novamente o sistema nido oscila,
porém retorna para sua posi¢ao de equilibrio mais lenta-
mente do que no caso do amortecimento critico. Para o

—_—h =0, l\'E( for¢a de amortecimento fraca)
x == b = 04/km (forga de amortecimento mais forte)

A Ae~(bi2mx

Com um amortecimento mais forte (quanto maior for b):
* A amplitude (curvas tracejadas)

diminui mais rapidamente.
= O periodo T aumenta

(T,y = periodo com amortecimento igual a zero).

Figura 13.26 Gréafico do deslocamento em funcdo do tempo de um
oscilador com leve amortecimento (ver Figura 13.42) e com um angulo
de fase ¢ = 0. As curvas mostram dois valores da constante de
amortecimento b.
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caso do superamortecimento, as solugcdes da Equagio
(13.41) possuem a seguinte forma:

x= Cje—nli i Czé’_“!;

onde C, e C, sdo constantes que dependem das condi¢oes
iniciais, e a, e a, sdo constantes determinadas por m, k e b.

Para b menor do que o valor critico, quando a Equag@o
(13.42) € satisfeita, a condi¢do denomina-se subamorteci-
mento. O sistema oscila com uma amplitude que diminui
continuamente.

Em um diapasdo vibrando ou na corda de um violdo,
geralmente deseja-se o menor amortecimento possivel. Em
contraste, 0 amortecimento tem um efeito benéfico no siste-
ma de suspensdo de um automével. As forcas de amorteci-
mento de um carro dependem da velocidade e impedem que
ele oscile eternamente ao passar por alguma saliéncia em
seu caminho (Figura 13.27). Para o maior conforto do pas-
sageiro, o sistema deve ser criticamente amortecido ou
ligeiramente subamortecido. Amortecimento demais ¢ con-
traproducente; se a suspensio estiver superamortecida e o
carro passar por outra saliéncia logo apds a primeira, as
molas da suspensdo ainda estardo comprimidas devido ao
primeiro solavanco e ndo conseguirdo absorver completa-
mente o impacto.

O cilindro superior, preso
ao chassi do carro,
permanece quase parado.

" Extensio

Compressdo ™, ¢

o
O cilindro inferior, preso ao
eixo da roda, move-se

para cima e para baixo.

Figura13.27 Amortecedor de um carro. O fluido viscoso produz uma
forca de amortecimento que depende da velocidade relativa entre as duas
extremidades da unidade.
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Energia em oscilacoes amortecidas

Nas oscilagdes amortecidas, a for¢a do amortecimento
nio € conservativa; a energia mecnica do sistema néio é cons-
tante e diminui continuamente, tendendo a zero depois de um
tempo longo. A fim de deduzir uma expressdo para a taxa de
variacdo da energia, inicialmente escrevemos uma expressio
para a energia mecéinica total £ em qualquer instante:

1

l 2 2
E = Emv; + Ekx‘

A derivada da equagio anterior em relagido ao tempo
¢é dada por:

dE _

dl?
x dx
d.'

v,
" di
Porém, dv,/dt = a,elogo,

dx/dt = v, entdo

Pela Equacao (13.41), ma, + kx = — bd, / dt,= —bv,,
logo

E
‘:i_.' =v,(—bv,) = —bv}?
(oscilagdes amortecidas) (13.45)

O membro direito da Equacéo (13.45) é sempre nega-
tivo, independentemente de v, ser positivo ou negativo.
Isso mostra que, quando o corpo se move, a energia dimi-
nui continuamente, embora com uma taxa nao uniforme. O
termo —bv,” = (—bv,) v, (forca vezes velocidade) ¢ a taxa
com a qual a for¢ca do amortecimento realiza trabalho
(negativo) sobre o sistema (ou seja, é a poténcia do amor-
tecimento). Ela € igual 4 taxa de variagdo da energia meci-
nica total do sistema.

Um comportamento semelhante ocorre em circuitos
elétricos contendo indutores, capacitores e resistores.
Existe uma freqiiéncia natural da oscilagao, e a resistén-
cia desempenha o papel da constante de amortecimento b.
Em tais circuitos é desejdvel a minimizacdo do amorteci-
mento, mas o amortecimento ndo pode ser eliminado
completamente. Nos capitulos 31 e 32 estudaremos esses
circuitos em detalhe.

Teste sua compreensdo da Secdo 13.7 Um avido estd
voando em linha reta a uma altitude constante. Se uma rajada de
vento soprar e erguer o nariz do avido, o nariz oscilard para cima
e para baixo até que o aviio volte & sua posigio original. Essas
oscilagdes sio (i) ndo amortecidas, (ii) subamortecidas, (iii) criti-
camente amortecidas ou (iv) superamortecidas? I

13.8 Oscilacoes forcadas e
ressonancia

Quando um oscilador amortecido é deixado livre,
suas oscilagdes tendem a parar. Porém, podemos manter
constante a amplitude das oscilagdes aplicando uma forga
que varia periodicamente, com dado periodo e uma freqiién-
cia fixa. Como exemplo, considere seu primo Tobias osci-
lando no balango de um playground. Vocé pode manter
constante a amplitude das oscilagdes se fornecer a ele um
pequeno empurrdo ao final de cada ciclo. Essa forca adi-
cional é chamada de forca propulsora.

Oscilacdes amortecidas com uma
forca propulsora periddica

Quando aplicamos uma forga propulsora variando
periodicamente com uma freqiiéncia angular wy a um osci-
lador harménico amortecido, o movimento resultante é
uma oscilacido for¢ada ou uma oscilacao com forca pro-
pulsora. Trata-se de um movimento diferente do ocorrido
quando simplesmente deslocamos o sistema da sua posigio
de equilibrio e o deixamos livre; nesse caso, o sistema
oscila com uma freqiiéncia angular natural ' determina-
da por m, k e b, como na Equagio (13.43). Contudo, no
caso de uma oscilacdo forgada, a freqiiéncia angular da
oscilagdo da massa € igual a freqiiéncia angular da forga
propulsora wy. Essa freqiiéncia ndo € igual a freqiiéncia
angular w’ com a qual o sistema oscilaria caso ndo estives-
se submetido a a¢io da forca. Quando vocé segura as cordas
do balan¢o de Tobias, pode forcd-lo a oscilar com qualquer
freqiiéncia que desejar.

Suponha que vocé force o oscilador a vibrar com uma
freqliéncia angular wg igual a freqiiéncia angular ' com a
qual ele oscilaria sem a a¢dio de nenhuma forca. O que
ocorreria? O oscilador teria uma tendéncia natural a oscilar
com uma freqiiéncia angular @ = ', entdo € de se esperar
que a amplitude da oscila¢do seja maior do que a amplitu-
de existente quando as freqiiéncias sdo muito diferentes.
Uma andlise detalhada e dados experimentais mostram que
isso € exatamente o que ocorre. O caso mais simples a ser
analisado € o de uma forca que varia senoidalmente, com
a forma F(r) = F;, cos wyt. Quando variamos a freqiiéncia
angular wy da forca propulsora, a amplitude da oscilagdo
forcada resultante varia de modo interessante (Figura
13.28). Quando existe um amortecimento muito pequeno
(b pequeno), a amplitude tende a crescer fortemente até
atingir um pico agudo, quando a freqiiéncia angular wy da
for¢a propulsora torna-se igual a freqiiéncia angular natu-
ral . Quando o amortecimento é aumentado (b maior), o
pico se torna mais largo, a amplitude se torna menor e se
desloca para freqiiéncias menores.

Podemos deduzir uma expressao que mostra como a
amplitude A da oscilagdo forcada depende da fregiiéncia
angular de uma forga propulsora senoidal, que possui um



valor maximo F;,. Isso exige a solugao de equagoes dife-
renciais que vocé ainda ndo estd preparado para resolver,
porém o resultado obtido é:

F,

A mix
V(k — mod)? + bol
(amplitude de um oscilador forcado)

(13.46)

Quando k — mws =0 (o primeiro termo sob o sinal da
raiz quadrada for igual a zero), o valor de A torna-se mdximo
para w; = \/k[m. A altura da curva nesse ponto é propor-
cional a 1/b; quanto menor for o amortecimento, mais eleva-
do se torna o pico. No caso extremo de baixas freqiiéncias,
quando wy= 0, obtemos A = F|;, /k. Esse resultado era de se
esperar, porque ele corresponde a uma for¢a constante F,
e a um deslocamento constante A = F,;,/k.

A ressonancia e suas conseqiiéncias

A ressonancia ¢ o fendmeno que ocorre quando exis-
te um pico de amplitude provocado por uma forca cuja
freqiiéncia esta proxima da freqiiéncia da oscilagio natural
do sistema. A fisica estd repleta de exemplos de ressonan-
cia; um desses exemplos € criar oscilagdes com grande
amplitude empurrando uma crianca em um balango com
uma freqiiéncia igual a freqiiéncia da oscilagido natural do
balanco. As fortes vibragbes que ocorrem em um carro
quando o motor gira em determinadas rotagoes, ou quan-
do a velocidade das rodas atinge determinados valores,
sdo exemplos familiares de ressonincias. Um alto-falante

Cada curva mostra a amplitude A para um oscilador sujeito a
uma forga propulsora em virias freqiiéncias angulares w,.
A As curvas sucessivas de amplitude cada vez menor

representam amortecimentos cada vez maiores.
S5Fnadlk b =02/km
"""" Um oscilador levemente amortecido exibe

4F n!:ixllrk T um agudo pico de ressonancia quando wy
se aproxima de w (a fregiiéncia angular natural
de um oscilador ndo amortecido).

3Fm:iaJ|’k B
Um amortecimento mais forte reduz a altura

2Fninlk | do picoe 0 torna mais qugn. deslocando-o
para freqgiiéncias mais baixas.

Faslk ) Se b = 2km, o pico desaparece completamente.
b = 2,0/km
1 1 1 1 wy fw
0 0,5 1.0 1.5 2,0

-

A fregiiéncia angular da forga propulsora wy € igual a
freqiiéncia angular natural @ de um oscilador nio amortecido.

Figura 13.28 Gréfico da amplitude A da osdlaco forgada de um osdlador harménico amortecido em
funcdo da freqliénaa angular w4 da forca propulsora. O eixo horizontal indica a razdo entre a freqiénda
angular wy e a freqiiénda angular w = Vk/m da osclacao natural ndo amortecida. Cada curva

apresenta um valor diferente da constante de amortecimento b.
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barato geralmente produz um ruido desagraddvel quando
uma nota musical coincide com a freqiiéncia da oscilagio
natural da caixa ou do cone do alto-falante. No Capitulo 16
estudaremos outros exemplos de ressondncia que envol-
vem som. Circuitos elétricos também apresentam resso-
néncia, como veremos no Capitulo 31: os circuitos de sin-
tonia do rddio ou da televisdo respondem fortemente a
ondas que possuam uma freqiiéncia proxima da freqiiéncia
de ressonancia do respectivo circuito, e esse fato é usado
para selecionar uma emissora e rejeitar as outras.

A ressondncia de um sistema mecdnico pode ser
destrutiva. Uma tropa de soldados, em certa ocasido, des-
truiu uma ponte porque a atravessou em passo de marcha;
a freqiiéncia da marcha era proxima da freqiiéncia da
vibragio natural da ponte, e o crescimento das amplitudes
da oscilacdo resultante foi suficiente para quebra-la.
Desde que ocorreu esse desastre, os soldados sdo orienta-
dos a nao marcharem de modo cadenciado ao atravessar
uma ponte. Hd alguns anos, as vibragdes do motor de um
avido atingiram uma freqiiéncia proxima da freqiiéncia de
ressonancia das asas do avido. As oscilagoes se somaram
e as asas se partiram.

Figura 13.29 A ponte Tacoma Narrows foi destruida
quatro meses e seis dias depois da sua inauguracdo. O
vao principal, com 853,44 m de comprimento e 11,89
m de largura, contava com vigas protetoras de aco de
2,44 m de altura dos dois lados. A amplitude méxima
das vibracdes de torcao foi de 35° e a fregiiéncia de
ressonancia foi de aproximadamente 0,2 Hz.
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Quase todo mundo provavelmente ja assistiu ao filme
do colapso da ponte pénsil Tacoma Narrows, ocorrido em
1940 (Figura 13.29). Esse acontecimento geralmente €
citado como um exemplo de ressondncia provocada pelo
vento, porém existem dividas sobre a adequacdo dessa
denominacido. O vento ndo precisa variar periodicamente
com uma freqiiéncia préxima da freqiiéncia natural da
ponte. O ar que passava pela ponte era turbulento e produ-
zia vortices de ar com uma freqiiéncia regular que dependia
da velocidade do vento. E possivel que essa freqiiéncia
tenha atingido um valor préximo da freqiiéncia de resso-
nincia da ponte. Entretanto, o desastre pode ter sido causa-
do por uma vibracio mais sutil denominada oscila¢do
auto-excitada, na qual as forgas aerodinamicas produzidas
pelo vento estaciondrio soprando na ponte tendiam a des-
locd-la para além da posi¢ido de equilibrio em momentos
em que ela jd estava se afastando da posigio de equilibrio.
Isso seria como se houvesse uma forga de amortecimento
dada pelo termo — bv, na Equacio (13.40), porém com um
sinal contrdrio ao dessa equacdo. Em vez de drenar a ener-
gia mecanica para fora do sistema, essa for¢a contrdria ao
amortecimento bombearia energia para dentro do sistema,
fazendo as oscilagdes crescerem até atingir uma amplitude
destrutiva. Nesse caso, a equagdo diferencial aproximada
seria dada pela Equacdo (13.41) com o sinal do termo b
invertido, e a solugdo dessa equagdo seria dada pela
Equagdo (13.42) com o sinal positivo no expoente. Vocé
percebe como isso pode ser problemdtico? Para prevenir
tais desastres, os engenheiros aprenderam a fazer cdlculos
aerodindmicos e de estrutura para estabilizar uma ponte
pénsil.

Teste sua compreensdo da Se¢do 13.8 Quando submeti-
do a uma for¢a propulsora com uma freqiiéncia proxima & sua
fregiiéncia natural, um oscilador com amortecimento muito fraco
apresenta uma resposta muito maior do que o mesmo oscilador
com amortecimento mais forte. Quando submetido a uma forga
propulsora com uma fregiiéncia muito maior ou muito menor do
que sua freqiiéncia natural, qual oscilador apresentard uma res-
posta maior: (i) aquele com amortecimento muito fraco ou (ii)
aquele com amortecimento mais forte? i

Resumo

Movimento periédico: O movimento periddico € aquele que se
repete em um ciclo definido. Ele ocorre quando o corpo possui uma
posicdo de equilibrio estavel e uma forga restauradora que atua
sobre o corpo quando ele é deslocado da sua posi¢io de equilibrio.
O periodo T é o tempo necessdrio para completar um ciclo. A fre-
giiéncia f'¢é o nimero de ciclos por unidade de tempo. A freqiiéncia
angular w é 27 vezes a freqiiéncia. (Veja o Exemplo 13.1.)

f=l T= (13.1)

(13.2)

Movimento harménico simples: Quando a forga resultante
for uma forga restauradora F, diretamente proporcional ao
deslocamento x, o movimento denomina-se movimento har-
monico simples (MHS). Em muitos casos, essa condi¢io é
satisfeita se o deslocamento a partir do equilibrio for peque-
no. A fregiiéncia angular, a freqiiéncia e o periodo em MHS
ndo dependem da amplitude, apenas da massa m e da cons-
tante da mola k. O deslocamento, a velocidade e a aceleracdo
em MHS sdo fung¢des senoidais do tempo; a amplitude A e o
dngulo de fase ¢ da oscilagio sio determinados pela posicio
inicial e velocidade do corpo. (Veja os exemplos 13.2, 13.3,
13.6 e 13.7.)

F=—kx (13.3)
F, k
a=—=——x (13.4)
m m
w = 5 (13.10)
m
w 1 k
=—=—,/— 13.11
Y 2m 2w \Nm ( )
m
T=—-=2x r (13.12)
x=Acos (ot + ¢) (13.13)

Energia no movimento harmdnico simples: A energia se conserva
no MHS. A energia total pode ser expressa em termos da constante
da mola k e da amplitude A. (Veja os exemplos 13.4 e 13.5.)

1

1 1
E=—mv}+ —kx> = —kA>=constante (13.21)
25 2 2
Energia E=K+U
N :
| K |
| I
| | PN
| | x
—A (o] A




Movimento harménico simples angular: No movimento harmé-
nico angular, a freqiiéncia e a freqiiéncia angular sio relacionadas
ao momento de inércia I e a constante de torgéo k.

K 1 K
w—\/; ¢ f_ZW\/;

Mola

(13.24)

Roda catarina

=

Torque da mola 7. se opoe
ao deslocamento angular 6,

Péndulo simples: Um péndulo simples é constituido por uma
massa pontual m presa & extremidade de um fio sem massa de
comprimento L. Seu movimento ¢ aproximadamente harmonico
simples para amplitudes suficientemente pequenas, portanto a
freqiiéncia angular, a freqiiéncia e o periodo dependem apenas de
g e L, ndo da massa ou da amplitude. (Veja o Exemplo 13.8.)

w= \/% (13.32)
e (13.33)

Y 27 2w VL ‘
T= (13.34)

Péndulo fisico: Um péndulo fisico é qualquer corpo suspenso em
um eixo de rotagio. A freqiiéncia angular, a freqiiéncia e o perio-
do, para oscilagdes de pequena amplitude, sdo independentes da
amplitude; dependem somente da massa m, da distincia d do eixo
de rotagdo ao centro de gravidade e do momento de inércia / em
torno do eixo de rotagio. (Veja os exemplos 13.9 e 13.10.)

d
W= i (13.38)
I
1
T=2myf—— (13.39)
mgd
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Oscilagdes amortecidas: Quando uma for¢a amortecedora pro-
porcional & velocidade F, = —bv, atua em um oscilador harmonico,
o movimento denomina-se oscilagio amortecida. Se b < 2
w =" k[ m (subamortecimento), o sistema oscila com uma
amplitude cada vez menor e uma freqiiéncia angular @’ menor do
que seria sem o amortecimento. Se b =2 w = \Vk[m (amorteci-
mento critico) ou se b > 2 @ = Vk/m (superamortecimento),
entdo o sistema ao ser deslocado retorna ao equilibrio sem oscilar.

x = Ae bPMicog0t (13.42)

(13.43)

Oscilacoes forcadas e ressonancia: Quando uma forga propulso-
ra que varia senoidalmente atua sobre um oscilador harménico
amortecido, 0 movimento resultante denomina-se oscilagido for-
cada. A amplitude é dada em fungio da freqiiéncia angular wyda
for¢a propulsora, e atinge um pico quando a freqiiéncia da forga
propulsora possui um valor préximo da fregiiéncia da oscilagdo
natural do sistema. Esse fendmeno denomina-se ressonancia.

Fméx
A= =
\/(k — mwi)® + bwi

(13.46)

Principais termos

amortecimento, 56

amortecimento critico, 57
amplitude, 37

angulo de fase, 43

ciclo, 37

circulo de referéncia, 40
deslocamento, 37

fasor, 40

forga propulsora, 58

forca restauradora, 37

freqiiéncia angular natural, 58
freqiiéncia angular, 37

freqiiéncia, 37

movimento harménico simples (MHS), 38
movimento periddico (oscilagio), 36
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oscila¢do amortecida, 56
oscilagdo forcada, 58
oscilador harménico, 39
péndulo fisico, 54
péndulo simples, 52
periodo, 37

ressondncia, 59
subamortecimento, 57
superamortecimento, 57

Resposta a Pergunta Inicial do Capitulo

Nenhuma das respostas. O relégio continuaria marcando o tempo
corretamente. Se a massa de sua haste for pequena a ponto de
poder ser desprezada, entdo o péndulo é um péndulo simples e
seu periodo € independente da massa [veja a Equagdo (13.34)]. Se
a massa do péndulo for incluida, o péndulo é um péndulo fisico.
Dobrar sua massa m faz com que seu momento de inércia / tam-
bém seja dobrado, logo a razdo I/m permanece inalterada e o
periodo T = 27 \/I[mgd [Equagdo (13.39)] ndo se altera.

Respostas as Perguntas dos
Testes de Compreensao

13.1 Respostas: (a) x <0, (b) x>0, (c)x <0, (d) x >0, (e) x =0,
(f) x > 0. A Figura 13.2 mostra que o componente resultante no
eixo Ox da forga F, e da aceleragiio a, sio ambos positivos quando
x < 0 (logo, o corpo ¢é deslocado para a esquerda e a mola é com-
primida); quando x > 0, F, e a, sio ambas negativas (assim o corpo
€ deslocado para a direita, e a mola é esticada). Portanto, x e a,
sempre apresentam sinais opostos. Isso é verdade quer o objeto
esteja se movendo para a direita (v, > 0), quer para a esquerda (v,
< 0), ou mesmo se ndo estiver se movendo (v, = 0), jd que a forga
exercida pela mola depende apenas do fato de ela estar comprimida
ou esticada, e de que comprimento. Isso explica as respostas de (a)
até (e). Se a aceleragio for nula como em (f), a forca resultante
também deve ser nula e, assim, a mola ndo deve estar comprimida
nem esticada; logo, x = 0.
13.2 Respostas: (a) A > 0,10 m, ¢ < 0; (b) A > 0,10 m, ¢ > 0. Em
ambas as situagdes, a velocidade inicial vy, no eixo Ox em ¢ = 0 ndo
€ nula. Portanto, pela Equagdo (13.19), a amplitude A =
x02+ ( uuf/wzl € maior do que a coordenada inicial no eixo Ox
Xy = 0,10 m. Pela Equagdo (13.18), o éngulo de fase é dado por ¢
= arc tg (—vy,/wxy), sendo positivo se a grandeza —v,,Jwx, (o argu-
mento da fungdo arco tangente) for positivo, e negativo se —v Jwx;
for negativo. Na parte (a) xy e v, sdo ambos positivos, portanto
~UgJwxy < 0 e ¢p < 0. Na parte (b), x, € positivo e vy, € negativo,
portanto —v,/ewx; > 0e ¢ > 0.

13.3 Respostas: (a) (iii), (b) (v). Para aumentar a energia total £ =
%kAl de um fator 2, a amplitude A deve ser aumentada de um fator
2 . Como se trata de um MHS, a variagio da amplitude nio
exerce nenhum efeito sobre a freqiiéncia.
13.4 Resposta: (i). O periodo de oscilagio de um corpo de massa
m suspenso_em uma mola de forga constante k é dado por
T'=27Vm/k, a mesma expressio que uUSamoOs para um corpo
preso a uma mola horizontal. Nem m nem k variam quando o apa-
relho € levado a Marte, portanto o periodo ndo se altera. A tinica
diferenga € que, na posigdo de equilibrio, a mola ird se esticar de
um comprimento menor em Marte do que na Terra, devido 4 gra-
vidade menor.

13.5 Resposta: ndo. Assim como ocorre com um objeto oscilando
em uma mola, na posi¢do de equilibrio a velocidade do peso do
péndulo ndo varia momentaneamente (isso ocorre quando a veloci-
dade ¢ maxima, portanto sua derivada é zero nesse momento).
Entretanto, a dire¢ao do movimento varia, porque o peso do pén-
dulo executa uma trajetéria circular. Assim, o peso deve ter um
componente da aceleragdo perpendicular ao deslocamento e orien-
tado para o centro do circulo (ver Secio 3.4). Para produzir essa
aceleragdo na posi¢io de equilibrio quando a mola est4 na vertical,
a forga de tensdo para cima nessa posi¢do deve ser maior do que o
peso do péndulo. Isso produz uma forga resultante para cima sobre
0 peso do péndulo e uma aceleragdo para cima na dire¢iio do centro
da trajetoria circular,

13.6 Resposta: (i). O periodo de um péndulo fisico é dado pela
Equagdo (13.39), T = 27V I[mgd. A distancia d = L do pivd
ao centro de gravidade € a mesma para a barra e para o péndu-
lo simples, assim como a massa m. Isso significa que, para
qualquer éngulo de deslocamento, o mesmo torque restaurador
age tanto sobre a barra quanto sobre o péndulo simples.
Entretanto, a barra possui um momento de inércia maior:
= 3m(2L)* = imL* € Iuguo= mL? (toda a massa do pén-
dulo estd a uma distdncia L do pivd). Logo, a barra possui um
periodo maior.

13.7 Resposta: (ii). As oscilagoes siio subamortecidas com uma
amplitude decrescente em cada ciclo de oscilagio, como mostrado
na Figura 13.26. Se as oscilagdes nio fossem amortecidas, elas
continuariam indefinidamente com a mesma amplitude. Se elas
fossem amortecidas criticamente ou superamortecidas, o nariz nio
oscilaria para cima e para baixo, e sim retornaria suavemente
posicio de equilibrio original, sem ultrapassa-la.

13.8 Resposta: (i). A Figura 13.28 mostra que a curva da
amplitude em fungdo da freqiiéncia angular da forga propulso-
ra é ascendente em fodas as freqiiéncias & medida que a cons-
tante de amortecimento b diminui. Logo, para valores fixos de
k e m, o oscilador com o menor amortecimento (menor valor
de b) apresentard a maior resposta diante de qualquer freqiién-
cia da forga propulsora.

Questoes para discussao

Q13.1 Um objeto estd se movendo na extremidade de uma mola com
um MHS de amplitude A. Se a amplitude for dobrada, o que acontece
com a distincia total que o objeto percorre em um periodo? O que
acontece com o perfodo? O que acontece com a velocidade maxima
do objeto? Discuta como essas respostas estio relacionadas.

Q13.2 Fornega diversos exemplos da vida cotidiana de movimen-
tos que possam ser aproximadamente considerados harménicos
simples. Em que aspectos eles diferem do MHS?

Q13.3 Um diapasdo ou um dispositivo semelhante usado para afi-
nar um instrumento musical executa um movimento harmonico
simples? Por que essa questio é essencial para os muisicos?

Q13.4 Uma caixa contendo uma pedrinha é presa a uma mola
ideal horizontal e estd oscilando em uma mesa de ar sem atrito.
Quando a caixa atinge a sua distdncia méxima do ponto de equi-
librio, a pedrinha é subitamente igada na vertical sem que a caixa
seja movida. Diga quais das seguintes grandezas aumentario,
diminuirdo ou permanecerdo inalteradas no movimento subse-
qiiente da caixa: (a) freqiiéncia; (b) periodo; (¢) amplitude; (d) a
energia cinética maxima da caixa; (e) a velocidade mdxima da
caixa. Justifique cada resposta.



Q13.5 Se uma certa mola uniforme fosse cortada em duas partes
iguais, qual seria a constante da mola de cada metade? Justifique
sua resposta. Usando-se a mesma massa na extremidade, qual seria
a diferenca entre a freqiiéncia do MHS da metade da mola e a fre-
qiiéncia da mola inteira?

Q13.6 A andlise do MHS feita neste capitulo nio levou em consi-
deragdio a massa da mola. Como a massa da mola altera as caracte-
risticas do movimento?

Q13.7 Dois corpos idénticos sobre um trilho de ar estio ligados por
uma mola ideal. A oscilagdo desse sistema constitui um MHS?
Explique. Como esse periodo pode ser comparado com o de um
tinico corpo preso a uma mola cuja outra extremidade estd presa a
um objeto fixo? Explique.

Q13.8 Vocé € capturado por marcianos, levado para a nave deles e
posto para dormir. Vocé acorda algum tempo depois e se vé tranca-
do em uma sala pequena, sem janelas. Tudo o que os marcianos lhe
deixaram € seu rel6gio digital de pulso, o anel da sua escola e a sua
longa corrente de prata. Explique como vocé pode verificar se
ainda estd na Terra ou foi levado para Marte.

Q13.9 O sistema indicado na Figura 13.17 é montado em um ele-
vador. O que acontece com o periodo do movimento (aumenta,
diminui ou permanece constante) se o elevador (a) estd subindo
com aceleragiio igual a 5,0 m/s%; (b) estd subindo com velocidade
constante de 5,0 m/s; e (c) estd descendo com aceleragio igual a 5,0
nv/s”. Justifique suas respostas.

Q13.10 Se um péndulo possui um periodo de 2,5 s na Terra, qual
seria 0 seu perfodo em uma estagiio espacial em Grbita ao redor da
Terra? Se uma massa suspensa em uma mola vertical possui um
periodo de 5,0 s na Terra, qual seria o seu perfodo na estagio espa-
cial? Justifique todas as suas respostas.

Q13.11 Um péndulo simples é montado em um elevador. O que
acontece com o periodo do movimento (aumenta, diminui ou per-
manece constante) se o elevador (a) estd subindo com aceleragio
igual a 5,0 m/s”; (b) estd subindo com velocidade constante de
5.0 m/s; (c) estd descendo com aceleragdo igual a 5,0 m/s’ e (d) estd
descendo com aceleragiio igual a 9,8 m/s”. Justifique suas respostas.
Q13.12 Explique o que vocé deve fazer com o comprimento de um
péndulo simples para: a) dobrar sua freqiiéncia; b) dobrar seu perio-
do; ¢) dobrar sua fregiiéncia angular.

Q13.13 Se um relégio de péndulo for transportado ao topo de uma
montanha, ele se atrasard ou adiantard, supondo que mostrasse a
hora certa na base da montanha? Justifique sua resposta.

Q13.14 Quando a amplitude de um péndulo simples aumenta, seu
periodo aumenta ou diminui? Forne¢a um argumento qualitativo;
nio se baseie na Equagdo (13.35). Seu argumento também seria
vilido para um péndulo fisico?

Q13.15 Por que um cdo com pernas curtas (como o da raga
chihuahua) caminha com passos mais velozes do que um cido com
pernas altas (como o cdo dinamarqués)?

Q13.16 Em que ponto do movimento de um péndulo simples a
tensio no fio atinge o valor miximo? E o valor minimo? Em cada
caso, explique o raciocinio usado na resposta.

Q13.17 Um padrio de tempo pode ser baseado no periodo de um
certo péndulo-padrio? Quais seriam as vantagens e as desvanta-
gens desse padrdo em relagdo ao padrio atual de tempo discutido
na Segiio 1.37

Q13.18 Em um péndulo simples, distinga claramente entre @ (a
velocidade angular) e o (a freqiiéncia angular). Qual é constante e
qual € varidvel?
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013.19 Um corpo € preso a uma mola fixa ideal e oscila sobre um
trilho de ar horizontal, sem atrito. Uma moeda estd em cima do
corpo e oscila com ele. Em que pontos do movimento a forga de
atrito sobre a moeda € maior? Em que ponto ¢ menor? Justifique
suas respostas.

Q13.20 Ao projetar uma estrutura em uma regido propensa a ocor-
réncia de terremotos, qual deve ser a relagdo entre a freqiiéncia da
estrutura e a fregiiéncia tipica de um terremoto? Por qué? A estru-
tura deve possuir um amortecimento grande ou pequeno?

Exercicios

Secao 13.1 Causas da oscilacao

15.1 A corda de um piano emite um ld médio vibrando com uma
fregiiéncia primdria igual a 220 Hz. a) Calcule o periodo e a fregiiéncia
angular. b) Calcule a fregiiéncia angular de uma soprano emitindo
um la uma oitava acima, que € igual a duas vezes a freqiiéncia da
corda do piano.

13.2 Se um objeto sobre uma superficie horizontal, sem atrito, é
preso a uma mola, deslocado e depois libertado, ele ird oscilar. Se
ele for deslocado 0,120 m da sua posi¢do de equilibrio e libertado
com velocidade inicial igual a zero, depois de 0,800 s verifica-se
que o seu deslocamento € de 0,120 m no lado oposto e que ele
ultrapassou uma vez a posig¢io de equilibrio durante esse intervalo.
Ache (a) a amplitude, (b) o periodo, (c) a freqiiéncia.

13.3 A extremidade de um diapasio executa 440 vibragdes completas
em (0,500 s. Calcule a freqiiéncia angular e o periodo do movimento.
13.4 O deslocamento de um objeto oscilando em fungfio do tempo
€ mostrado na Figura 13.30. Quais sdo (a) a freqiiéncia; (b) a ampli-
tude; (c¢) o periodo; (d) a fregiiéncia angular desse movimento?

x (cm)

T . T . ] T r(s)
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Figura 13.30 Exercicio 13.4.

Secdo 13.2 Movimento harmdnico simples

13.5 A peca de uma maquina estd se movendo em MHS com uma
freqiiéncia igual a 5,0 Hz e amplitude igual a 1,80 cm. Quanto
tempo leva para a pega ir de x = 0 até x = —1,80 cm?

13.6 Em um laboratério de fisica, vocé liga um planador de um
trilho de ar com 0,200 kg a extremidade de uma mola ideal com
massa desprezivel e inicia a oscilagdo. O tempo decorrido entre o
instante em que o cavaleiro ultrapassa a posi¢io de equilibrio e a
segunda vez que ele ultrapassa esse ponto € igual a 2,60 s. Calcule
o valor da constante da mola.

13.7 Quando um corpo de massa desconhecida € ligado a uma mola
ideal cuja constante € igual a 120 N/m, verifica-se que ele oscila
com uma freqiiéncia igual a 6,0 Hz. Ache a) o periodo, b) a fregiién-
cia angular, ¢) a massa do corpo.

13.8 Quando uma massa de 0,750 kg oscila em uma mola ideal, a
freqiiéncia € igual a 1,33 Hz. Qual serd a freqiiéncia se 0,220 kg
forem adicionados a massa original, e (b) subtraidos & massa origi-
nal? Tente resolver este problema sem achar a constante da mola.
13.9 Um oscilador harmoénico possui massa de 0,500 kg e uma
mola ideal cuja constante é igual a 140 N/m. Ache a) o periodo, b)
a freqiiéncia, c) a freqiiéncia angular das oscilagoes.
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13.10 Arrancada. A corda de um violdo vibra com uma fregiiéncia
igual a 440 Hz. Um ponto em seu centro se move com MHS com
amplitude igual a 3,0 mm e um édngulo de fase igual a zero. a)
Escreva uma equagio para a posi¢io do centro da corda em funcio
do tempo. b) Quais sdo os valores mdximos dos médulos da velo-
cidade e da aceleracdo do centro da corda? ¢) A derivada da acele-
ragio em relagdo ao tempo pode ser chamada de ‘arrancada’.
Escreva uma equagio para a arrancada do centro da corda em fun-
¢io do tempo e calcule o valor maximo do médulo da arrancada.
13.11 Um bloco de 2,0 kg sem atrito estd preso a uma mola ideal
cuja constante € igual a 300 N/m. Em ¢ = 0 a mola nio estd com-
primida nem esticada, e o bloco se move no sentido negativo com
12,0 m/s. Ache a) a amplitude, b) o dngulo de fase. ¢) Escreva uma
equacdo para a posi¢dao em fungdo do tempo.

13.12 Repita o Exercicio 13.11, porém suponha que em 7 = 0 o bloco
possua velocidade — 4,0 m/s e deslocamento igual a +0,200 m.

13.13 A ponta da agulha de uma méaquina de costura se move com
MHS ao longo de um eixo Ox com uma fregiiéncia igual a 2,5 Hz.
Em 1 = 0 0s componentes da posi¢do e da velocidade sio, respecti-
vamente, +1,1 cm e —15 cm/s. a) Ache o componente da aceleracio
da agulha para 1 = 0. b) Escreva equagdes para os componentes da
posi¢io, da velocidade e da aceleragdo do ponto considerado em
funcdo do tempo.

13.14 Um objeto executa um movimento harménico simples com
periodo de 1200 s e amplitude igual a 0,600 m. Em r = 0 o objeto
estd em x = 0. Qual é a distincia entre o objeto e a posigdo de
equilibrio quando ¢ = 0,480 s?

13.15 Pesando astronautas. Este processo tem sido realmente
usado para ‘pesar’ astronautas no espago. Uma cadeira de 42,5 kg
¢ presa a uma mola e deixada oscilar livremente. Quando vazia, a
cadeira leva 1,30 s para completar uma vibragdo. Mas com uma
astronauta sentada nela, sem apoiar os pés no chdo, a cadeira leva
2,54 s para completar um ciclo. Qual é a massa da astronauta?
13.16 Um objeto de 0,400 kg em MHS possui uma aceleraciao
a, = -2,70 m/s* quando x = 0,300 m. Qual é a duracdo de uma
oscilagdo?

13.17 Sobre um trilho de ar sem atrito, horizontal, um corpo oscila
na extremidade de uma mola ideal de constante 2,50 N/cm. O
grifico da Figura 13.31 mostra a acelera¢io do corpo em fungéo do
tempo. Encontre (a) a massa do corpo; (b) o deslocamento maximo
do corpo a partir do ponto de equilibrio; (c) a forca mdxima que a
mola exerce sobre o corpo.
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Figura 13.31 Exercicio 13.17.

13.18 Uma massa de 0,500 kg oscilando em uma mola tem a velo-
cidade em fun¢io do tempo dada por v(1) = (3,60 cm/s) sen
[(4,71 sy — 7 /2]. Qual € (a) o periodo; (b) a amplitude; (c) a
aceleragdo médxima da massa; (d) a constante da mola?

13.19 Uma massa de 1,50 kg oscilando em uma mola tem o deslo-
camento em fung¢io do tempo dado pela equacao

x (1) = (7,40 cm) cos [(4,16 st — 2.42].

Encontre (a) o tempo de uma vibracdo completa; (b) a constante da
mola; (¢) a velocidade mdxima da massa; (d) a forga maxima sobre
a massa; (e) a posigdo, velocidade e aceleracdo da massa em 1 =
1,00 s; () a forca sobre a massa nesse instante.

13.20 Um objeto executa um movimento harménico simples com
periodo de 0,300 s e amplitude igual a 6,0 cm. Em r = 0 o objeto
estd instantaneamente em repouso em x = 6,0 cm. Calcule o tempo
que o objeto leva para ir de x = 6,0 cm até x =—1,50 cm.

Secdo 13.3 Energia no movimento harménico simples
13.21 Um diapasio projetado para medir 392 Hz possui a extremi-
dade dos dois ramos do garfo vibrando com uma amplitude de
0,600 mm. a) Qual € a velocidade mixima da extremidade de um
ramo? b) Uma mosca (Musca domestica) de massa igual a
0,0270 g esti pousada na extremidade de um dos ramos. A medida
que o ramo vibra, qual € a energia cinética maxima da mosca?
Suponha que a massa da mosca possua efeito desprezivel sobre a
freqiiéncia da oscilagdo.

13.22 Um oscilador harménico possui freqiiéncia w e amplitude A.
a) Quais sdo os valores dos médulos da posigao e da velocidade
quando a energia potencial eldstica for igual & energia cinética?
(Suponha que U = 0 no equilibrio.) b) Quantas vezes isso ocorre
em cada ciclo? Qual € o intervalo de tempo entre duas ocorréncias
consecutivas? ¢) No momento em que o deslocamento é igual a
A/2, qual é a fracdo da energia total do sistema referente i energia
cinética e a qual fracdo corresponde a energia potencial?

13.23 Um corpo de 0,500 kg, ligado a extremidade de uma mola
ideal de constante k = 450 N/m, executa um movimento harmonico
simples com amplitude igual a 0,040 m. Calcule: a) a velocidade
mdxima do cavaleiro: b) a velocidade do cavaleiro quando ele estd
no ponto x = — 0,015 m; ¢) o médulo da aceleragio maxima do
cavaleiro; d) a aceleragdo do cavaleiro quando ele estd no ponto
x=-0,015 m; e) a energia mecanica total do cavaleiro quando ele
estd em qualquer ponto.

13.24 Uma animadora de torcidas faz seu pompom oscilar em
MHS com uma amplitude 18,0 cm e fregiiéncia igual a 0,850 Hz.
Ache: a) o modulo da velocidade e da aceleragdo mdxima; b) o
médulo da velocidade e da aceleragdo quando a coordenada do
pompom € x = 49,0 cm; ¢) o tempo necessdrio para ele se deslocar
da posicio de equilibrio até o ponto x = 12,0 cm a partir do equili-
brio. d) Quais das grandezas solicitadas nas partes (a), (b) e (c)
podem ser obtidas usando-se o método da energia da Secdo 13.3 e
quais nio podem? Explique.

13.25 Para a situacgdo descrita na parte (a) do Exemplo 13.5, qual
deveria ser o valor m da porcio de massa de vidraceiro para que a
amplitude depois da colisdo seja igual & metade da amplitude ori-
ginal? Para esse valor de m, qual é a fragdo da energia mecinica
original convertida em calor?

13.26 Um brinquedo de 0,150 kg executa um movimento harménico
simples na extremidade de uma mola horizontal com uma constante
k = 300 N/m. Quando o objeto estd a uma distincia de 0,012 m da
posicio de equilibrio, verifica-se que ele possui uma velocidade
igual a 0,300 m/s. Quais sdo a) a energia mecénica total do objeto
quando ele estd em qualquer ponto; b) a amplitude do movimento;
c¢) a velocidade méaxima atingida pelo objeto durante o movimento?
13.27 Vocé observa um objeto movendo-se em MHS. Quando o
objeto € deslocado até 0,600 m a direita de sua posi¢io de equili-
brio, sua velocidade € igual a 2,20 m/s para a direita, e sua acelera-
¢do é igual a 8,40 m/s” para a esquerda. A que distincia maxima



desse ponto ird o objeto se mover antes de parar momentaneamen-
te e depois recomegar a se mover para a esquerda?

13.28 Em uma mesa horizontal, sem atrito, uma caixa com o lado
superior aberto de massa igual a 5,20 kg € suspensa em uma mola
ideal horizontal de constante igual a 375 N/m. Dentro da caixa ha
uma pedra de 3,44 kg. O sistema estd oscilando com uma ampli-
tude de 7.50 cm. Quando a caixa alcanga sua velocidade médxima,
a pedra ¢ subitamente icada na vertical da caixa sem tocar nela.
Encontre (a) o periodo e (b) a amplitude do movimento resultante da
caixa. (¢) Sem fazer nenhum cdlculo, diga se o novo periodo é maior
ou menor do que o inicial. Como vocé sabe disso?

13.29 Dentro de um veiculo de testes da Nasa, uma bola de 3,50 kg
€ puxada por uma mola horizontal ideal fixa a uma mesa livre de
atrito. A constante da mola € 225 N/m. O veiculo tem uma acelera-
¢do constante igual a 5,0 m/s’, e a bola nido estd oscilando. De
repente, quando a velocidade do veiculo chegou a 45,0 m/s, seus
motores sio desligados, o que elimina a sua aceleracio, mas nio a
sua velocidade. Calcule (a) a amplitude e (b) a freqiiéncia das osci-
lagoes resultantes da bola. (c) Qual serd a velocidade médxima da
bola em relagio ao veiculo?

Secdo 13.4 Aplicacdes do movimento harmdnico simples
13.30 Um orgulhoso pescador de dguas marinhas profundas pendu-
ra um peixe de 65,0 kg na extremidade de uma mola ideal de massa
desprezivel. O peixe estica a mola de 0,120 m. a) Qual é a constan-
te da mola? Se o peixe for puxado para baixo e libertado, b) qual é
o periodo da oscilagio do peixe? (¢) Que velocidade médxima ele
alcangara?

13.31 Um corpo de 175 g sobre um trilho de ar horizontal, sem
atrito, € preso a uma mola fixa ideal de constante 155 N/m. No
instante em que vocé efetua medigdes sobre o corpo, ele estd se
movendo a 0,815 m/s e estd a 3,0 cm de seu ponto de equilibrio.
Use a conservagdo da energia para calcular (a) a amplitude do
movimento e (b) a velocidade maxima do corpo. (¢) Qual é a fre-
qiiéncia angular das oscilagoes?

13.32 Um gato com massa igual a 4,0 kg estd preso por arreios a
uma mola ideal de massa desprezivel e oscila verticalmente em
MHS. A amplitude do movimento é 0,050 m. No ponto mais alto
do movimento, a mola estd na posi¢cdo natural, ou seja, ndo estd
esticada. Calcule a energia potencial eldstica da mola (consideran-
do-a igual a zero quando ela ndo estd esticada), a energia cinética
do gato, a energia potencial gravitacional do sistema em relagio ao
ponto mais baixo do movimento e a soma dessas trés energias
quando o gato estd a) no ponto mais alto do movimento; b) no
ponto mais baixo; ¢) no ponto de equilibrio.

13.33 Uma bola de 1,50 kg e outra de 2,0 kg sdo coladas uma na
outra, a mais leve embaixo da mais pesada. A bola de cima é presa a
uma mola vertical ideal de constante 165 N/m, e o sistema estd
vibrando verticalmente com uma amplitude de 15,0 cm. A cola usada
para juntar as bolas é velha e fraca, e cede de repente, quando as
bolas estdo na posi¢iio mais baixa de seu movimento. (a) Por que é
mais provivel que a cola ceda no ponto mais baixo e nio em qual-
quer outro ponto do movimento? (b) Calcule a amplitude e a freqiién-
cia das vibragdes depois que a bola de baixo houver se soltado.
13.34 Um disco de metal sélido, uniforme, de massa igual a 6,50 kg
e didmetro igual a 24,0 cm estd suspenso em um plano horizontal,
sustentado em seu centro por um fio de metal na vertical. Vocé
descobre que € preciso uma forga horizontal de 4,23 N tangente a
borda do disco para gird-lo de 3,34°, torcendo, assim, o fio de
metal. A seguir vocé remove essa forga e liberta o disco a partir do
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repouso. (a) Qual € a constante de tor¢do do fio de metal? (b) Qual
¢ a freqiiéncia e o periodo das oscilagdes de tor¢io do disco? (c)
Escreva a equacio do movimento para 6 (1) do disco.

13.35 Um reldgio da quatro tiques a cada segundo; cada tique cor-
responde a metade do periodo. A roda catarina do relégio consiste
em uma fina camada circular com raio de 0,55 cm conectada ao
conjunto da roda por meio de raios com massas despreziveis.
A massa total da roda € igual a 0,90 g. a) Qual é o momento de
inércia da roda em torno do eixo central? b) Qual é a constante de
tor¢io da mola capilar?

13.36 Um disco metlico fino de massa igual a 2,0 x 10~ kg e raio
igual a 2,20 cm estd suspenso em seu centro por uma longa fibra
(Figura 13.32). O disco, depois de torcido e libertado, oscila com um
periodo igual a 1,0 s. Calcule a constante de tor¢io da fibra.

Figura13.32 Exercicio 13.36.

13.37 Vocé deseja determinar o momento de inércia de certa parte
complicada de uma mdquina em relacdo a um eixo passando em
seu centro de massa. Vocé suspende o objeto por um fio ao longo
desse eixo. A constante de tor¢ao do fio € igual a 0,450 N - m/rad.
Vocé torce ligeiramente o objeto ao redor desse eixo e o liberta,
cronometrando 125 oscilagdes em 265 s. Qual é o momento de
inércia?

13.38 A roda catarina de um relégio vibra com uma amplitude
angular @, uma freqiiéncia angular w e um angulo de fase ¢ = 0.
a) Determine uma expressio para a velocidade angular df/dr e para
a aceleragdo angular d°6/dr* em fungio do tempo. b) Determine a
velocidade angular e a aceleragio angular quando seu deslocamen-
to angular for igual a #; e quando seu deslocamento angular for
igual a 6/2 e 6 estiver diminuindo. (Sugestdo: Faca um grifico de
# em fungdo de r.)

*13.39 Para a interagdo de van der Waals com uma fungio de ener-
gia potencial dada pela Equagio (13.25), mostre que, quando o
maodulo do deslocamento x a partir do equilibrio (r = R;) for peque-
no, a energia potencial pode ser aproximadamente escrita como
U = Skx* — U,. [Sugestao: Na Equacio (13.25), facar=R, + x e
u = x/Ry. A seguir, aproxime (1 + u)" pelos trés primeiros termos do
desenvolvimento do teorema binomial na Equagio (13.28).] Como
se compara o valor de k dessa equagdo com a constante da for¢a da
Equacao (13.29) para a forga?

*13.40 Quando deslocados da posigao de equilibrio, os dois dtomos
da molécula de H, sdo submetidos a uma forga restauradora F, =
—kx com k = 580 N/m. Calcule a freqiiéncia da oscilagdo da molécula
de H,. [Sugestao: A massa do dtomo de hidrogénio ¢ igual a 1,008
unidade de massa atbmica, ou 1 u (ver Apéndice E). Como no Exemplo
13.7 da Secdo 13.4, use m/2 em vez de m na expressio de f.]

Secdo 13.5 O péndulo simples

13.41 Vocé puxa lateralmente um péndulo simples de 0,240 m de
comprimento até um angulo de 3,50° e solta-o a seguir. a) Quanto
tempo leva o peso do péndulo para atingir a velocidade mais ele-
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vada? b) Quanto tempo levaria se o péndulo simples fosse solto em
um dngulo de 1,75° em vez de 3,50°?

13.42 Um alpinista de 85,0 kg planeja saltar, a partir do repouso, de
uma saliéncia de um rochedo usando uma corda leve de 6,50 m de
comprimento. Ele segura uma das extremidades da corda, e a outra
extremidade é amarrada em uma parede de rocha mais acima.
Como a saliéncia onde ele estd nio fica muito distante da parede de
rocha, a corda forma um dngulo pequeno com a vertical. No ponto
mais baixo de seu oscilar, o alpinista planeja largar a corda e cair
de uma altura ndo muito elevada até o chao. (a) Quanto tempo
depois de saltar segurando a corda o alpinista chegard pela primeira
vez ao seu ponto mais baixo? (b) Se ele perder a primeira oportuni-
dade de soltar a corda, quanto tempo apés o inicio de sua oscilagio
o alpinista chegard ao seu ponto mais baixo pela segunda vez?
13.43 Um prédio em Sdo Francisco (EUA) tem enfeites luminosos
que consistem em pequenos bulbos de 2,35 kg com quebra-luzes
pendendo do teto na extremidade de cordas leves e finas de 1,50 m
de comprimento. Se um terremoto de fraca intensidade ocorrer,
quantas oscilagoes por segundo fario esses enfeites?

13.44 Um péndulo em Marte. Um péndulo simples possui na
Terra um periodo igual a 1,60 s. Qual € o periodo na superficie de
Marte onde g = 3,71 m/s*?

13.45 Uma maga pesa 1,0 N. Quando vocé a suspende na extremi-
dade de uma mola longa de massa desprezivel e constante igual a
1,50 N/m, ela oscila para cima e para baixo com um MHS. Quando
vocé interrompe a oscilagdo e deixa a maga oscilar lateralmente em
um angulo pequeno, a freqiiéncia do péndulo simples é igual &
metade da freqiiéncia da oscilagio vertical. (Como o dngulo é
pequeno, a oscilagdo lateral ndo produz varia¢do do comprimento
da mola.) Determine o comprimento da mola quando ela ndo estd
esticada (sem a magd).

13.46 Uma pequena esfera de massa m estd presa a uma barra de
comprimento L com um pivd em sua extremidade superior, for-
mando um péndulo simples. O péndulo é puxado lateralmente até
um dngulo O com a vertical e a seguir ¢ libertado a partir do repou-
so. a) Desenhe um diagrama mostrando o péndulo logo apés o
instante em que ele é libertado. No diagrama, desenhe vetores
representando as forgas que atuam sobre a esfera e a aceleragdo da
esfera. A precisio ¢ importante! Nesse ponto, qual € a aceleragdo
linear da esfera? b) Repita a parte (a) para o instante em que o
péndulo forma um dngulo ©/2 com a vertical. ¢) Repita a parte (a)
para o instante em que o péndulo estd na direcio vertical. Nesse
ponto, qual € a velocidade linear da esfera?

13.47 Depois de pousar em um planeta desconhecido, uma explo-
radora do espago constréi um péndulo simples de 50,0 cm de
comprimento. Ela verifica que o péndulo simples executa 100
oscilagdes completas em 136 s. Qual € o valor de g nesse planeta?
13.48 Um péndulo simples, de 2,0 m de comprimento, oscila em
um angulo méximo de 30,0° com a vertical. Calcule o seu periodo
(a) supondo uma amplitude pequena e (b) usando os trés primeiros
termos da Equacao (13.35). (¢) Qual das respostas as partes (a) e
(b) é mais precisa? A resposta menos precisa estd errada em que
porcentagem em relacdo & resposta mais precisa?
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13.49 Uma barra de conexdo de 1,80 kg de um motor de automével
¢ suspensa por um eixo horizontal mediante um pivoé em forma de
cunha como indicado na Figura 13.33. O centro de gravidade da
barra determinado por equilibrio estd a uma distancia de 0,200 m
do pivo. Quando ela executa oscilagdes com amplitudes pequenas,

a barra faz 100 oscilagdes completas em 120 s. Calcule 0 momento
de inércia da barra em relagdo a um eixo passando pelo pivo.

Figura 13.33 Exercicio 13.49.

13.50 Desejamos suspender um aro fino usando um prego e fazer o
aro executar uma oscilagio completa com angulo pequeno a cada
2,0 s. Qual deve ser o valor do raio do aro?

13.51 Mostre que a expressdo do periodo de um péndulo fisico se
reduz ao caso do péndulo simples quando o péndulo fisico for
constituido de uma particula de massa m presa na extremidade de
um fio sem massa de comprimento L.

13.52 Um macaco mecénico de 1,80 kg € suspenso por um pivo loca-
lizado a uma distéincia de 0,250 m de seu centro de massa e comega a
oscilar como um péndulo fisico. O periodo da oscilagdo com angulo
pequeno € igual a 0,940 s. a) Qual é o momento de inércia do macaco
em relagio a um eixo passando pelo piv6? b) Quando ele € deslocado
0,400 rad da sua posi¢do de equilibrio, qual é sua velocidade angular
quando ele passa pela posi¢do de equilibrio?

13.53 Dois péndulos possuem as mesmas dimensoes (comprimento
L) e massa total (m). O péndulo A é uma esfera bem pequena osci-
lando na extremidade de uma barra uniforme de massa desprezivel.
No péndulo B, metade da massa pertence 4 bola e a outra metade a
barra uniforme. Encontre o periodo de cada péndulo para oscila-
¢oes pequenas. Qual dos dois péndulos leva mais tempo para
completar uma oscilagio?

13.54 Um enfeite de Natal com forma de esfera oca de massa M =
0,015 kg e raio R = 0,050 m é pendurado em um ramo da drvore por
um pequeno fio preso a superficie da esfera. Se o ornamento € des-
locado de um édngulo pequeno e solto a seguir, ele oscila como um
péndulo fisico com atrito desprezivel. Calcule seu periodo. (Sugestdo:
Use o teorema dos eixos paralelos para encontrar o momento de
inércia da esfera ao redor do pivd situado no ramo da édrvore.)

13.55 Cada um dos dois péndulos mostrados na Figura 13.34 con-
siste em uma sélida esfera uniforme de massa M sustentado por
uma corda de massa desprezivel, porém a esfera do péndulo A é
muito pequena, enquanto a esfera do péndulo B é bem maior.
Calcule o periodo de cada péndulo para deslocamentos pequenos.
Qual das esferas leva mais tempo para completar uma oscilagio?

A B

T

Figura 13.34 Exercicio 13.55.



Secdo 13.7 Oscilacdes amortecidas

13.56 Uma massa de 2,20 kg oscila em uma mola de constante
igual a 250,0 N/m com um periodo de 0,615 s. (a) Esse sistema é
amortecido ou ndao? Como vocé sabe disso? Se for amortecido,
encontre a constante de amortecimento b. (b) Esse sistema é nio
amortecido, subamortecido, criticamente amortecido ou supera-
mortecido? Como vocé sabe que é assim?

13.57 Uma forca de amortecimento F, = —bv, atua sobre um rato
infeliz de 0,300 kg que se move preso na extremidade de uma mola
cuja constante é k = 2,50 N/m. a) Se a constante b tem um valor igual
a 0,900 kg/s, qual € a freqiiéncia da oscilacao do rato? b) Para qual
valor da constante b 0 movimento € criticamente amortecido?

13.58 Um ovo de 50,0 g fervido durante muito tempo estd preso na
extremidade de uma mola cuja constante € k = 25,0 N/m. Seu deslo-
camento inicial é igual a 0,300 m. Uma for¢a de amortecimento
F, =—b,, atua sobre o ovo e a amplitude do movimento diminui para
0,100 m em 5,0 s, Calcule o médulo da constante de amortecimento b.
13.59 O movimento de um oscilador com subamortecimento é des-
crito pela Equacdo (13.42). Considere o dngulo de fase ¢ igual a
zero. a) De acordo com esta equacdio, qual € o valor de x em ¢t = 0?
b) Qual é o mddulo, a direcio e o sentido da velocidade em 1 =07 O
que esse resultado informa sobre a inclinacdo do gréfico de x em
fungdo de  nas vizinhangas de r = 07 ¢) Obtenha uma expressio para
a aceleracio a, para r = 0. Para que valores ou intervalo de valores
da constante de amortecimento b (em termos de k e de m) é a acele-
ragio para = () negativa, nula e positiva? Discuta cada caso em
termos do griifico de x em funciio de ¢ nas vizinhancas de r = (.

Secdo 13.8 Oscilacoes forcadas e ressonancia

13.60 Uma for¢a propulsora variando senoidalmente é aplicada a um
oscilador harménico amortecido de massa m e constante da mola k.
Se a constante de amortecimento possui valor by, a amplitude é A,
quando a freqiiéncia angular da forca propulsora é igual a \V'k/m.
Em termos de A,, qual ¢ a amplitude para a mesma freqiiéncia angu-
lar da forca propulsora e a mesma amplitude da forga propulsora F ;.
quando a constante de amortecimento for: a) 35,7 b) b,/2?

13.61 Uma forca propulsora variando senoidalmente é aplicada a
um oscilador harmdnico amortecido. a) Quais sdo as unidades da
constante de amortecimento b? b) Mostre que a grandeza \/A_m
possui as mesmas dimensodes de b. ¢) Em termos de F,, e de k,
qual é a amplitude para w;, = Vk/m quando i) b = 0,2\;.’; e ii)
b = 0.4V km? Compare seus resultados com a Figura 13.28.
13.62 Um dispositivo experimental e sua estrutura de suporte para
instala¢@o a bordo da International Space Station (Estacdo Espacial
Internacional) deve funcionar como um sistema massa-mola com
subamortecimento com massa de 108 kg e constante da mola igual
a 2,1 x 10° N/m. Uma exigéncia da Nasa é que ndo ocorra resso-
nincia das oscilagdes for¢gadas em nenhuma fregiiéncia menor do
que 35 Hz. O dispositivo experimental satisfaz essa exigéncia?

Problemas

13.63 MHS no motor de um carro. O movimento do pistio no
interior do motor de um carro (Figura 13.35) é aproximadamente
um MHS. a) Sabendo que o percurso (o dobro da amplitude) é
igual a 0,100 m e que o motor gira com 3500 rev/min, calcule a
aceleragdo do pistdo no ponto final do percurso. b) Sabendo que a
massa do pistio € igual a 0,450 kg, qual € a forga resultante exer-
cida sobre ele nesse ponto? c¢) Calcule a velocidade e a energia
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cinética do pistdo no ponto médio do percurso. d) Qual é a poténcia
média necessdria para acelerar o pistdo do repouso até a velocidade
calculada no item (¢)? e) Se o motor girar a 7000 rev/min, quais
serdo as respostas das partes (b), (c) e (d)?

Figura 13.35 Problema 13.63.

13.64 Ao entrarem em um carro, quatro passageiros com massa
total igual a 250 kg comprimem em 4,0 cm as molas de um carro
com amortecedores gastos. Considere o carro e os passageiros
como um tinico corpo sobre uma tinica mola ideal. Sabendo que o
periodo da oscilagio do carro com os passageiros € igual a 1,08 s,
qual ¢ o periodo da oscilagio do carro vazio?

13.65 Um planador executa um MHS com amplitude A, sobre um
trilho de ar. Vocé freia o cavaleiro de modo que sua amplitude é
reduzida & metade do valor inicial. O que ocorre com os valores: a)
do seu periodo, freqiiéncia e fregiiéncia angular; b) da sua energia
mecanica total; ¢) da sua velocidade médxima; d) da sua velocidade
no ponto x = = A;/4; e) da sua energia potencial e energia cinética
no ponto x = +A,/47

13.66 Uma crianga travessa faz o seu prato de jantar de 250 g deslizar
em uma mesa horizontal em MHS com amplitude 0,100 m. Em um
ponto situado a 0,060 m da posi¢do de equilibrio a velocidade do
prato € igual a 0,300 m/s. a) Qual € o periodo? b) Qual é o desloca-
mento quando a velocidade ¢ igual a 0,160 m/s? ¢) No centro do
prato existe um pedago de cenoura de 10,0 g. Se o pedago de cenou-
ra estd na iminéncia de escorregar no ponto final da trajetéria, qual é
o coeficiente de atrito estdtico entre o pedaco de cenoura e o prato?
13.67 Um prato uniforme, horizontal, de 1,50 kg é preso a uma
mola vertical ideal de constante igual a 185 N/m, e uma esfera de
metal de 275 g estd sobre o prato. A mola estd sob o prato, podendo
oscilar para cima e para baixo. O prato é, entdo, empurrado para
baixo até 15,0 ¢cm abaixo de seu ponto de equilibrio (chame esse
ponto de A) e liberado a partir do repouso. (a) A que altura acima
do ponto A estard o prato quando a esfera de metal deixar o prato?
(Sugestdo: Isso nde ocorre quando a esfera e o prato atingem suas
velocidades maximas.) (b) Quanto tempo passa entre 0 momento
em que o sistema € liberado no ponto A e 0 momento em que a
esfera sai do prato? (c¢) Com que velocidade a esfera estd se moven-
do ao sair do prato?

13.68 Um bloco de massa M repousa sobre uma superficie sem
atrito e estd preso a uma mola horizontal cuja constante é k. A
outra extremidade da mola estd presa a uma parede (Figura
13.36). Um segundo bloco de massa m repousa sobre o primeiro.
O coeficiente de atrito estitico entre os blocos € u,. Ache a ampli-
tude mdxima da oscilagdo para que o bloco superior ndo deslize
sobre o bloco inferior.

I8
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Figura 13.36 Problema 13.68.
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13.69 Uma massa de 10,0 kg estd se deslocando para a direita com
uma velocidade igual a 2,0 m/s sobre uma superficie horizontal
quando colide com uma segunda massa inicialmente em repouso,
mas presa a uma mola leve de constante 80,0 N/m. A primeira
massa gruda-se a segunda. (a) Calcule a fregiiéncia, a amplitude e
o periodo das oscilagoes subsegiientes. (b) Quanto tempo leva para
o sistema retornar pela primeira vez a posi¢iio em que estava ime-
diatamente depois da colisdo?

13.70 Um foguete sobe com aceleragdo igual a 4,0 m/s” a partir da
plataforma de lancamento na Terra. Dentro do foguete, uma peque-
na esfera de 1,50 kg estd pendurada no teto por um fio leve de
1,10 m. Se a esfera for deslocada 8,50° da vertical e solta, ache a
amplitude e o periodo da oscilagdo resultante desse péndulo.

13.71 Um objeto quadrado de massa m € formado de quatro varetas
finas idénticas, todas de comprimento L, amarradas juntas. Esse
objeto € pendurado em um gancho pelo seu canto superior (Figura
13.37). Se ele for girado levemente para a esquerda e depois solto,
em que freqiiéncia ele ird oscilar para a frente e para trds?

Figura 13.37 Problema 13.71.

13.72 Um bloco de massa igual a 0,200 kg estd submetido a uma
forga restauradora elastica e a constante da forca € igual a 10,0 N/m.
a) Faga um gréfico da energia potencial eldstica U em funcio do
deslocamento x no intervalo de x = — 0,300 m até x = +0,300 m.
Em seu grifico, adote a escala 1 cm = 0,05 J no eixo vertical e
1 em = 0,05 m no eixo horizontal. O bloco inicia 0 movimento
oscilatério com uma energia potencial igual a 0,140 J e uma ener-
gia cinética igual a 0,060 J. Examinando o grifico, responda as
perguntas seguintes. b) Qual é a amplitude da oscilacio? ¢) Qual é
a energia potencial quando o deslocamento € igual a metade da
amplitude? d) Para qual deslocamento a energia potencial € igual a
energia cinética? e) Qual € o valor do angulo de fase ¢, sabendo que
a velocidade inicial € positiva e o deslocamento inicial é negativo?
13.73 Um balde de massa igual a 2,0 kg contendo 10,0 kg de dgua
estd pendurado em uma mola vertical ideal de constante 125 N/m e
oscilando para cima e para baixo com uma amplitude igual a 3,0 cm.
De repente, surge um vazamento no fundo do balde de tal modo
que a agua escoa a taxa constante de 2,0 g/s. Quando o balde esti-
ver cheio até a metade, ache (a) o periodo de oscilagdo e (b) a taxa
em que o periodo estd variando em relagdo ao tempo. O periodo
estd aumentando ou diminuindo? (¢) Qual € o periodo mais curto
que esse sistema pode ter?

13.74 Um fio de 1,80 m de comprimento é suspenso verticalmente.
Quando uma bola de ago de 60,0 kg é suspensa na extremidade do
fio, este se dilata 2,0 m. Se a bola for puxada para baixo a uma
distincia adicional e solta, com que freqiiéncia ela oscilara?
Suponha que a tensio no fio seja menor do que o limite de propor-
cionalidade (veja a Segdo 11.5).

13.75 Uma perdiz de 5,0 kg estd pendurada em uma pereira por
uma mola ideal de massa desprezivel. Quando a perdiz é puxada

para baixo a uma distincia de 0,100 m abaixo da sua posi¢io de
equilibrio e libertada, ela oscila com um periodo igual a 4.20 s.
a) Qual é sua velocidade quando ela passa pela posi¢io de equili-
brio? b) Qual é sua aceleracdo quando ela estd a 0,050 m acima da
posigao de equilibrio? ¢) Quando ela estd se movendo para cima,
quanto tempo € necessdrio para que ela se mova de um ponto
0,050 m abaixo da posi¢do de equilibrio até um ponto 0,050 m
acima do equilibrio? d) O movimento da perdiz ¢ interrompido e
ela é removida da mola. De quanto a mola se encurta?

13.76 Um parafuso de 0,0200 kg executa um MHS com amplitude
igual a 0,240 m e periodo igual a 1,500 s. O deslocamento do para-
fuso ¢ igual a +0,240 m quando ¢ = 0. Calcule: a) o deslocamento
do parafuso quando ¢ = 0,500 s; b) 0 médulo, a direc¢do e o sentido
da forga que atua sobre o parafuso quando 7 = 0,500 s; ¢) o tempo
minimo necessdrio para que o parafuso se desloque da posiciao
inicial até um ponto x = — 0,180 m; d) a velocidade do parafuso
quando x = — 0,180 m.

13.77 MHS da balanca de um acougue. Uma mola de massa
desprezivel e constante k = 400 N/m estd suspensa verticalmente, e
um prato de 0,200 kg estd suspenso em sua extremidade inferior.
Um agougueiro deixa cair sobre o prato, de uma altura de 0,40 m,
uma posta de carne de 2,2 kg. A posta de carne produz uma colisdo
totalmente ineldstica com o prato e faz o sistema executar um
MHS. Calcule: a) a velocidade do prato e da carne logo apos a
colisdo; b) a amplitude da oscilagio subseqiiente; ¢) o periodo do
movimento.

13.78 Uma viga uniforme ¢é suspensa horizontalmente por duas
molas verticais idénticas que estdo presas entre o teto e ambas as
extremidades da viga. A viga possui massa igual a 225 kg, e um
saco de cascalho de 175 kg descansa sobre seu centro. A viga estd
oscilando em MHS, com uma amplitude de 40,0 cm e uma freqiién-
cia de 0,600 ciclos/s. (a) O saco de cascalho cai da viga quando a
viga atinge o seu médximo deslocamento para cima. Quais sio a
freqiiéncia e a amplitude do MHS subseqiiente da viga? (b) Se, em
vez disso, o cascalho cair quando a viga atingir sua velocidade
mixima, quais serdo a freqiiéncia e a amplitude do MHS subse-
qiiente da viga?

13.79 No planeta Newtonia, um péndulo simples com um peso de
massa 1,25 kg e um comprimento de 185,0 cm, quando libertado a
partir do repouso, leva 1,42 s para oscilar de um angulo de 12,5% e
entio volta a ter velocidade igual a zero. A circunferéncia de
Newtonia mede 51400 km. Qual ¢ a massa do planeta Newtonia?

13.80 Uma for¢a de 40,0 N estica uma mola vertical de 0,250 m. a)
Qual € o valor da massa que deve ser suspensa da mola para que o
sistema oscile com um periodo igual a 1,0 s? b) Se a amplitude do
movimento for igual a 0,050 m e o periodo for o especificado na
parte (a), onde estard o objeto e em qual sentido ele estard se
movendo 0,35 s depois de atravessar a posigdo de equilibrio de
cima para baixo? ¢) Qual é o médulo, a diregdo e o sentido da forca
que a mola exerce sobre o objeto quando ele estd 0,030 m abaixo
da posicdo de equilibrio, movendo-se para cima?

13.81 Nio perca o barco. Em visita a Minnesota (a ‘terra dos dez mil
lagos’), vocé se inscreve em uma excursdo ao redor de um dos maiores
lagos. Ao chegar ao cais onde o barco de 1500 kg estd ancorado, vocé
descobre que o barco estd oscilando com as ondas, para cima e para
baixo, executando um movimento harménico simples com amplitude
igual a 20 cm. O barco leva 3,5 s para completar um ciclo de oscilagio.
Quando o barco estd em seu ponto mais alto, o convés estd na mesma
altura que o cais. Enquanto observa o barco oscilando, vocé, que pos-
sui uma massa de 60 kg, comeca a se sentir um pouco tonto, em parte



por ter comido peixe demais no jantar. Em consegiiéncia, vocé se
recusa a embarcar a nio ser que o nivel do convés esteja a 10 cm ou
menos do nivel do cais. Quanto tempo vocé tem para embarcar con-
fortavelmente a cada ciclo do MHS?
13.82 Um exemplo interessante de oscilagdo, embora impraticdvel,
€ 0 movimento de um objeto que é deixado cair em um furo que
atravessa a Terra de um extremo ao outro, passando pelo centro.
Usando a hipétese (que ndo é realista) de que a Terra seja uma
esfera com densidade uniforme, prove que o movimento é harmé-
nico simples (MHS) e determine seu periodo. (Observagao: A
forga gravitacional que atua sobre o objeto em funcio da distincia
r ao centro da Terra foi calculada no Exemplo 12.10 (Secéo 12.6).
O movimento € harménico simples quando a aceleragio a, e o
deslocamento do equilibrio x sio relacionados pela Equagio (13.8),
e o periodo € entdo dado por T = 27/w.)
13.83 Dois corpos puntiformes de massa m sdo mantidos a uma
distincia d um do outro. Outro corpo puntiforme de massa M estd
a meio caminho entre eles. M € entdo deslocado de uma pequena
distiincia x perpendicular a linha que une os dois corpos fixos e é
libertado. (a) Mostre que o médulo da forga gravitacional resultan-
te sobre M exercida pelos corpos fixos é dada aproximadamente
16 GmMx
por F, = BV
forga? Trata-se de uma forga restauradora ou néo? (b) Mostre que
a massa M ird oscilar com freqiiéncia angular (4 ld) N/ Gm {d e
periodo 7d[2 \/d[Gm. (c) Qual seria o periodo se m = 100 kg e
d =125,0 cm? Serd que vocé poderia medir facilmente esse periodo?
O que impede que esse experimento seja facilmente executado em
um laboratério de fisica comum? (d) M oscilard se for deslocada do
centro de uma pequena distincia x no sentido de qualquer um dos
corpos fixos? Por qué?
13.84 Para um certo oscilador, a for¢a resultante sobre um corpo de
massa m é dada por F, = — ex’. a) Qual é a fungiio energia potencial
desse oscilador se considerarmos U = 0 para x = 0? b) Um quarto
do periodo € o tempo necessdrio para o corpo se deslocar de x =0
até x = A. Calcule esse tempo e, portanto, o periodo. [Sugestdo:
Comece com a Equagdo (13.20) modificada para incluir a fungio
energia potencial obtida na parte (a) e explicite v, em fungdo de x. A
seguir substitua v, por dx/dr. Isole a varidvel passando todos os fato-
res que contenham x para um lado e todos os fatores que contenham
t para o outro, de modo que os dois lados possam ser integrados. Na
integral envolvendo x, faga a mudanga de varidvel u = x/A. A equa-
¢do resultante pode ser calculada usando-se programas de computa-
dor e o resultado é [} duf\/1 — u* = 1,31.] ¢) De acordo com o
resultado obtido na parte (b), verifique se o periodo depende da
amplitude A do movimento. Esse movimento constitui um MHS?
13.85 Considere o circulo de referéncia indicado na Figura 13.6. O
componente x da velocidade do ponto Q € a velocidade do ponto
P. Calcule esse componente e mostre que a velocidade do ponto P
€ dada pela Equagao (13.15).
*13.86 Molécula diatémica. Dois dtomos idénticos de uma molé-
cula diatdmica vibram como osciladores harménicos. Contudo, o
centro de massa situado na metade da distancia entre os dtomos
permanece em repouso. a) Mostre que em qualquer instante os
momentos lineares dos dtomos sio dados por p e — p. b) Mostre que
a energia cinética K dos dois dtomos em qualquer instante ¢ igual &
energia cinética de um tinico objeto de massa /m/2 com um momento
linear de médulo igual a p. (Use K = p*/2m.) Esse resultado mostra
por que usamos m/2 na expressao de fno Exemplo 13.7 (Segio 13.4).
¢) Se os dtomos nao forem idénticos, mas possuirem massas m, e m,,
mostre que o resultado da parte (a) ainda permanece vilido e na parte
(b) a massa do tinico objeto ¢ dada por mym./(m, + m,). A grandeza
myma/(m; + m,) denomina-se massa reduzida do sistema.

, s€ x <<, Qual € a diregdo e sentido dessa
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*13.87 Uma expressio aproximada para a energia potencial de uma
molécula de KCI é U = A[(R,'/8/") ~1/r], onde Ry = 2,67 x 107" m
eA=231x107"J. m. Usando essa aproximagio: a) Mostre que o
componente radial da forca sobre cada dtomo é dado por F, = A[(R}/
") = 1//]. b) Mostre que R, € a separacio de equilibrio. ¢) Ache a
energia potencial minima. d) Faga r = R, + x e use os dois primeiros
termos do desenvolvimento do teorema binomial na Equagdo
(13.28) para demonstrar que F, = —(7A/R;)x, de modo que a constan-
te da forc¢a é dada por k = TAIR;. (e) Como o dtomo de K ¢ o dtomo
de Cl vibram em sentidos opostos em lados opostos do centro de
massa da molécula, m,m,/(m, + m,) = 3,06 x 107° kg € a massa que
vocé deve usar para calcular a fregiiéncia. (Veja o Problema 13.86.)
Calcule a freqiiéncia das oscilagdes com amplitudes pequenas.
13.88 Dois cilindros homogéneos de raio R e massa total M sio
conectados ao longo de seu eixo comum por uma barra leve e curta,
e estdo em repouso sobre uma mesa horizontal. Uma mola cuja
constante € k possui uma extremidade presa na mesa por uma bra-
¢adeira e sua outra extremidade é ligada a um anel sem atrito no
centro de massa dos cilindros (Figura 13.38). Os cilindros sio
puxados para a esquerda esticando a mola até uma distincia x, e a
seguir sdo libertados. Existe entre o topo da mesa e os cilindros um
atrito suficiente para fazer os cilindros rolarem sem deslizar i
medida que eles oscilam na extremidade da mola. Mostre que o
movimento do centro de massa dos cilindros ¢ um MHS, e calcule
o seu periodo em termos de M e de k. (Sugestdo: O movimento é
harmonico simples quando a aceleracio a, e o deslocamento x sdo
relacionados mediante a Equacio (13.8) e o periodo é entdo dado
por T'= 27 /w. Aplique as relagdes X7, =[,,,a. e LF, = Ma ., para
os cilindros a fim de obter uma relagiio entre a.,,,, ¢ o deslocamento
x dos cilindros de sua posi¢io de equilibrio.]

Figura 13.38 Problema 13.88.

13.89 Na Figura 13.39, a esfera de cima é libertada a partir do
repouso, colide com a esfera de baixo, que estd em repouso, e
gruda-se a ela. Ambas as molas tém 50,0 cm de comprimento. A
esfera de cima possui uma massa de 2,0 kg e estd inicialmente a
uma altura 10,0 cm acima da esfera de baixo, cuja massa ¢ igual a
3,0 kg. Ache a fregiiéncia e o deslocamento angular médximo do
movimento apds a colisdo.

Figura 13.39 Problema 13.89.
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13.90 T. rex. Considere a perna do 7. rex do Exemplo 13.10 (Seg¢io
13.6) duas barras uniformes, ambas com 1,55 m de comprimento,
com uma extremidade fixa rigidamente a outra. Suponha que a barra
inferior possua uma massa M e a barra superior tenha uma massa
igual a 2M. O conjunto gira ao redor do topo da barra superior.
Calcule a oscilagdo desse conjunto para oscilacdes de pequena
amplitude. Compare os seus resultados com os do Exemplo 13.10.
13.91 Uma barra metilica delgada e homogénea de massa M possui
um pivd em seu centro por onde passa um eixo perpendicular a barra.
Uma mola horizontal cuja constante € k possui uma extremidade
presa na parte inferior da barra e sua outra extremidade estd rigida-
mente presa a um suporte. Quando a barra é deslocada formando um
pequeno dngulo # com a vertical (Figura 13.40) e libertada, mostre
que a oscilagio é um movimento harménico angular e calcule seu
periodo. (Sugestdo: Suponha que o dngulo 6 seja suficientemente
pequeno para que as relagdes sen @ = 6 e cos # =1 sejam aproxima-
damente validas. O movimento é harmonico simples quando d” 6
/df* = —w” 0 e o periodo é entio dado por 7= 27/w.)

Figura 13.40 Problema 13.91.

13.92 Problema do sino silencioso. Um sino grande estd suspenso em
uma viga de madeira de forma que possa oscilar com atrito desprezi-
vel. O centro de massa do sino esti situado 0,60 m abaixo do eixo de
suspensdo, a massa do sino € igual a 34,0 kg e o momento de inércia
do sino em relagéio ao eixo de suspensio ¢ igual a 18,0 kg - m”. O
badalo do sino é uma pequena massa de 1,8 kg ligada a extremidade
de uma barra delgada de comprimento L e massa desprezivel. A outra
extremidade da barra estd presa & parte interna do sino, de modo a
poder oscilar liviemente em torno do mesmo eixo do sino. Qual deve
ser o comprimento £ da barra delgada do badalo do sino para que ele
toque silenciosamente, ou seja, para que o perfodo da oscilagio do sino
seja igual ao periodo da oscilagdo do badalo?

13.93 Duas hastes delgadas, cada uma delas com massa m e compri-
mento L, sdo conectadas perpendicularmente de modo a formarem
um objeto em forma de L. Esse objeto é equilibrado no topo de uma
aresta aguda (Figura 13.41). Quando o objeto em forma de L € des-
locado ligeiramente, ele oscila. Ache a freqiiéncia da oscilagio.

A

Figura 13.41 Problema 13.93.

13.94 Vocé deseja construir um péndulo com um periodo de 4,00 s
em um local onde g = 9,80 m/s’. a) Qual é o comprimento de um
péndulo simples com esse periodo? b) Suponha que o péndulo deve

ser montado em uma caixa que niao possui mais do que 0,50 m de
altura. Vocé pode imaginar um péndulo que tenha um periodo de
4,0 s e que satisfaca a essa condigdo?

13.95 Uma barra uniforme de comprimento L oscila com dngulos
pequenos em torno de um ponto situado a uma distdncia x do seu
centro_de massa. a) Prove que a freqiiéncia angular ¢é
Vgx[[(L?*[12) + x]. b) Prove que sua fregiiéncia angular méxi-
ma ocorre quando x = L/ \/E ¢) Qual é o comprimento da barra
quando a freqiiéncia angular maxima € igual a 27 rad/s?

Problemas desafiadores

13.96 Duas molas, cada uma com um comprimento sem deformagdo
igual a 0,200 m, porém com constantes diferentes de equilibrio, k, e
k», s@o ligadas as extremidades opostas de um bloco de massa m
apoiado sobre uma superficie horizontal sem atrito. As extremidades
externas das molas sao agora ligadas a dois pinos P, e P, igualmente
afastados de 0,100 m da extremidade externa original de cada mola
(Figura 13.42). Seja k; = 2,0 N/m, k= 6,0 N/m e m = 0,100 kg.
a) Ache o comprimento de cada mola quando o bloco atinge a nova
posi¢io de equilibrio depois da ligag¢iio das extremidades das molas
aos pinos. b) Ache o perfodo das oscilagdes do bloco quando ele €
deslocado da nova posigio e a seguir libertado.

0,200 m 0,200 m 0,100 m

0,100

Figura 13.42 Problema desafiador 13.96.

13.97 A constante eldstica efetiva de duas molas. Duas molas,
ambas com 0 mesmo comprimento sem deformagio, porém com
constantes diferentes k; e k», sdo ligadas a um bloco de massa m
apoiado sobre uma superficie horizontal sem atrito. Determine a
constante efetiva da for¢a k. para cada um dos trés casos (a), (b) e
(c) indicados na Figura 13.43. (A constante efetiva da forga € obti-
da pela definigdo 2 F, = —k.x.) d) Um objeto de massa m, suspenso
da extremidade de uma mola cuja constante é &, oscila com uma
fregiiéncia f. Se a mola for cortada em duas metades e o mesmo
objeto for suspenso em uma das metades, a freqiiéncia da oscilagio
serd f>. Qual € a razdo fo/ f;?

(a)

Figura 13.43 Problema desafiador 13.97.



13.98 a) Qual € a variagdo AT do periodo de um péndulo simples
quando a aceleragio da gravidade g varia de Ag? (Sugestdo: O
novo periodo 7'+ AT ¢ obtido substituindo-se g + Ag no lugar de g:

L

T+ AT =27 ————
g+ Ag

Para obter uma expressio aproximada, desenvolva em série o fator
2 . . ~ .

(g + Ag) " usando o teorema binomial (Apéndice B) e mantendo

apenas os dois primeiros termos:

T ’ P oy
(g+A4g) =g ”‘—58 PAg + -+

Os outros termos contém poténcias mais elevadas de Ag e sdo
muito pequenos se Ag for pequeno.) Expresse o seu resultado
como uma variagdo fraciondria do periodo AT/T em fungido da
variagdo fraciondria Ag/g. b) Um relégio de péndulo mede correta-
mente o tempo em um local onde g = 9.8000 m/s’, mas verifica-se
que ele atrasa 4,0 s por dia em um local mais elevado. Use o resul-
tado da parte (a) para calcular o valor de g nesse novo local.

13.99 Mola com massa. Em todos os problemas anteriores deste
capitulo consideramos molas com massas despreziveis. Porém, é
claro que toda mola possui alguma massa. Para estudar o efeito da
massa da mola, considere uma mola de massa M, comprimento de
equilibrio Ly, e constante k. Quando ela é comprimida ou esticada
até atingir um comprimento L, a energia potencial é 1kx?, onde x =
L — Ly a) Considere uma mola como descrito anteriormente,
porém, com uma extremidade fixa e a outra se deslocando com
velocidade v. Suponha que a velocidade ao longo dos pontos do
comprimento da mola varie linearmente com a distincia [ a partir
da extremidade fixa. Suponha também que a massa M da mola seja
distribuida uniformemente ao longo do comprimento da mola.
Calcule a energia cinética da mola em termos de M e de v.
(Sugestdo: Divida a mola em pedagos de comprimento dI; ache a
velocidade de cada pedago em termos de /, v e L; calcule a massa
de cada pedago em termos de dl, M e L e integre de 0 até L. O
resultado ndo é 3Mv’, visto que a mola ndo se move com a mesma
velocidade em todas as partes.) b) Tome a derivada em relagio ao
tempo da lei da conservagio da energia, Equagio (13.21), para um
corpo de massa m preso a uma mola sem massa. Comparando os
resultados que vocé obteve com a Equagio (13.8) que definiu w,
mostre que a freqiiéncia angular da oscilagio é w = Vk/m. ¢)
Aplique o procedimento indicado na parte (b) para obter a freqiién-
cia angular da oscilagio @ da mola considerada na parte (a). Se a
massa efetiva da mola M’ for definida por @ = Vk/M', como se
escreve M’ em termos de M?

13.100 Uma régua uniforme de 1,0 m estd suspensa por uma de suas
extremidades em um eixo horizontal e oscila como um péndulo
fisico. Um objeto muito pequeno com massa igual i da régua pode
permanecer preso a régua em um ponto situado a uma disténcia y
abaixo do eixo de suspensio. Seja T o periodo do péndulo com o
objeto preso na régua e T, o periodo do péndulo da régua sozinha.
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a) Qual € a razdo 7/T,? Calcule sua expressao para y variando de 0
até 1,0 m em intervalos de 0,1 m e faca um grifico de T/T; em
fungiio de y. b) Existe algum valor de y além de y = 0, para o qual
T'=T,? Caso exista, encontre esse valor e explique por que o peri-
odo ndo muda quando y atinge esse valor.

13.101 Sua medida do periodo de um péndulo fisico em torno de um
dado eixo indica um valor 7. A seguir vocé usa outro eixo de sus-
pensio do lado oposto do centro de massa e encontra 0 mesmo
periodo. Os dois pontos estdo separados por uma distancia L. Use
o teorema dos eixos paralelos para mostrar que g = L(27/T)%. (Esse
resultado mostra um método para a determinagéo do valor de g sem
o conhecimento da massa ou de qualquer momento de inércia do
péndulo fisico.)

13.102 Ressonincia em um sistema mecinico. Um bloco de
massa m estd preso a extremidade de uma mola sem massa cuja
constante € k e comprimento de equilibrio igual a /. A outra extre-
midade da mola pode girar livremente em torno de um prego cra-
vado em uma superficie horizontal sem atrito (Figura 13.44). O
bloco gira em um circulo com uma fregiiéncia angular de revolu-
¢d0 w'. a) Determine o comprimento / da mola em fungdo de w'. b)
O que ocorre com o resultado da parte (a) quando ' se aproxima
da fregiiéncia natural @ = Vk/m do sistema massa-mola? (Se o
resultado o incomoda, lembre que molas sem massa e superficies
sem atrito ndo existem; sdo apenas descri¢des aproximadas de molas
e superficies reais. Além disso, a lei de Hooke € ela prépria uma
aproximagio do comportamento das molas reais; quanto maior for a
deformacao da mola, maior serd o desvio da lei de Hooke.)
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Figura 13.44 Problema desafiador 13.102.

*13.103 Vibracio de molécula com ligaciio covalente. Muitas
moléculas diatdmicas sdo mantidas unidas por ligacdes covalentes
que sido muito mais fortes do que a interagdo de van der Waals.
Exemplos dessas moléculas incluem H,, O, e N,. As experiéncias
mostram que, em muitas dessas moléculas, a interagiio pode ser
descrita por uma forca da forma

F, = A[e k) _ [,—ht;-—ﬁ..)]
. ;

onde A e b sdo constantes positivas, r € a distiincia entre os centros
dos dois dtomos e R, é a separaciio de equilibrio. Para a molécula
de hidrogénio (H,), A = 297 x 10°N, b = 195 x 10" m e
Ry= 74 x 10"'m. Calcule a constante da for¢a para pequenas
oscilagdes em torno do equilibrio. (Sugestdo: Consulte o Apéndice
B e use o desenvolvimento em série da fungdo ¢*.) Compare o seu
resultado com o valor dado no Exercicio 13.40.



