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A formacao das Faixas de Energia em um Sdlido.

Vamos nesta segao apresentar de forma simplificada a origem das faixas
de energia em um cristal, a partir de uma visao molecular. Inicialmente
vamos fazer um tratamento bastante qualitativo de uma molécula diatomica
contendo inicialmente um tnico elétron no sistema. Este estudo vai permitir
extrapolarmos posteriormente para sistemas mais complexos contendo varios

elétrons.
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Figura 1: Molécula diatomica AB.

Considere uma molécula diatémica AB, como mostra a Fig. (1), onde
os atomos AB estao distanciados de R, o nimero atomico de A é Z4 e o
numero atomico de B é Zpg.

Por hipétese, vamos supor inicialmente que R é muito grande (R — o0).
Onde fica o elétron a medida que aumentamos a distancia R? O elétron vai
procurar ficar mais préximo do dtomo A ou do atomo B. Se ficar préoximo
ao sitio do atomo A para R grande, o elétron vai ocupar um orbital com
carater atomico x4; no outro caso, proximo de B, ocupard um orbital xp.
Quando os dtomos se aproximam para formar a molecula AB, obviamente o
estado ligado do elétron estard associado aos 2 atomos formando um orbital
molecular !

Podemos entao como primeira tentativa escrever i, nosso orbital mole-



cular, como uma combinacao linear dos orbitais x4 e xp, isto é:

P = Cixa + CoxB-

Uma fungao orbital escrita dessa forma é conhecida como combinagao
linear de orbitais atomicos (LCAO).

O operador Hamiltoniano que vai determinar a energia do sistema é dado
por:
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Por conveniéncia esta fungao orbital deve ser normalizada. Segue que:

¥ = N(Cixa + Coxp) (2)
N? / (Cixa + Coxp)*(Cixa + Caxp)dv =1 (3)
1
@7 [ aPdo+ (€2 [ IxaPdo+201C [ xaxndo = 5. (@)
Assumindo que os orbitais atomicos x4 e xp sao normalizados
1
012 + 022 +2C1Cy /XAXBdU = m (5)

(Obs: estamos assumindo todas as fungoes reais).
A integral [ xaxpdv é conhecida como integral de “overlap” (superposi¢ao),
S, entre os orbitais atomicos x4 e xB,

1
CF + O3+ 201028 = 5. (6)
Entao o orbital molecular normalizado é dado por:
1
[C12 + C22 + 201C25]1/2

A energia do elétron associado a este orbital molecular é dada por:

Y= (Cixa + CoxB)- (7)

e =< p|H|p > (8)

e=N? /(C1XA + Coxp)H(Cixa + Coxp)dv 9)
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__ Ot xaflxadv+C3 [ xpHxpdv +2C1Cs [ xaHxpdv
012 +022 +2C1C5S '

Vamos usar as notagoes:

Hpp = fXAlE{XAdU;
Hpp = fXBHXEidU
Hap = Hpa = [ xaHxpdv.

(10)

Note que como R é fixo, Haa, Hpp ¢ H 2p também sao ntimeros fixos, e
portanto nossa energia ¢ serd uma funcdo dos parametros Cy e Cy somente!
Nossa tarefa se reduz a achar os C7 e C que irdo minimizar a energia
orbital . Estamos aqui aplicando o principio variacional e € sempre serd
maior ou igual (¢ > gg), onde gy é o valor correto. Note que aqui estamos
restritos a uma base atémica minima x4 e xp e poderiamos para melhorar ¢
expandir nossas bases. Apresentaremos esse problema mais adiante, quando

discutiremos as equacoes de Hartree-Fock-Roothaan. Entao, sendo

o C?Hap+ C2Hpp +201CoHap
012 + 022 +2C1CyS

podemos reescrever

e[C? + C% + 201CS] = C?Hpy + C3Hpp + 2C,C2H A .

Derivando com relagao a (', temos:

Oe

—[C? + C2 + 20,C38] + €[2C) +2058]) = 2C1 Han + 2C2H 4.

0C,

Como procuramos o extremo 88—6‘51 = 0, obtemos

Cl(HAA —6) —|—CQ(HAB —65) =0.

O mesmo procedimento para Cs, 88—0’52 =0,

Cl(HAB — e’:‘S) + CQ(HBB — 8) =0.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Estas duas equacoes homogéneas tém solugoes nao triviais dada pelo

determinante:



HAA—E HAB—ES

HBA—eS HBB—5 (16)

Sendo que esta é uma equacao de segunda ordem e tem duas raizes,
teremos dois valores para €.

Vamos aqui assumir, principalmente, que a molécula diatomica seja
homo nuclear tipo Hs, Na, Iy etc (mas com 1 elétron!). Neste caso tere-
mos Ha4 = Hppg, ou seja,

Hpap—e+ (Hap —eS) (17)
_ Haa+t Hyp
- 1+S (18)

Note que se os dtomos A e B estao infinitamente separados S — 0 e
Hap — 0 resulta € = H4, 0 que era de se esperar ja que o elétron estard
ligado em um dos centros atomicos.

A equacao (18) nos fornece duas solugoes, que sao conhecidas como li-
gante e antiligantes as quais chamaremos de ¢! e £* respectivamente.

Como ja discutimos, a energia eletronica é uma funcao paramétrica em
R (distancia entre os nicleos).

E, ()|

En(R)|- ... '

Figura 2: Curva de potencial para um estado eletréonico m de um sistema
diatomico.



Uma representacao desse sistema diatomico em funcao da distancia in-
termolecular é apresentado na Fig. (2), onde Ry é a distancia de equilibrio
e g4 a energia de dissociagao.

Note que no caso que estamos tratando ficam evidentes as relagoes entre
a energia ligante quando a molécula estd numa posicao de equilibrio e energia
antiligante quando a molécula nao se liga, dissocia-se.

Entretanto estamos falando de um sistema nanoeletronico, com 2 fungoes
base, uma centrada em cada atomo. O termo ligante - antiligante deve
ser generalizado para qualquer tipo de sistema, sempre envolvendo orbitais
moleculares entre dois centros. Vamos determinar esses orbitais, para tal
devemos achar Cy e Cy. Isto é obtido substituindo os valores de €' e e* em
(14) e (15)e Haa = Hpp,

HAB—&‘S
= —Co(—— 1
C1 = —Cy( Hir - (19)
HAA—6
C1 = —Cy(——). 20
1 Q(HAB —3) (20)
De (16)
(HAB—65)2 = (HAA—6)2 (21)
ou seja
(HAB—ES) :i(HAA—&‘) (22)

substituindo (19) e (20), teremos:

Cy=Cy
Cy = —C1. (23)

Substituindo em (7) teremos os dois orbitais normalizados:

) 1
ligante — m(XA +xB) — €, (24)
4 1 .
¢ann:\/ﬁ(XA_XB)—>€ . (25)
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Considere uma molécula formada por n atomos com n muito grande,
embora finito, como pode ser visto na Figura 3.
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Figura 3: Representacdo esquemdtica de uma molécula linear com n centros.

Seja a molécula formada por dtomos de mesma espécie e suponha que cada
sitio contribui com um orbital atémico (x,), de forma que os orbitais mole-
culares sejam descritos como :

N
v=2 Cuxpw (26)
pn=1
Hy = ey (27)
A N N
H Cuxyp) = (> Cuxp)- (28)
p=1 p=1

Multiplicando a esquerda por x,, e integrando sobre todo espaco obte-
remos:

N N
ZCM<I/‘ﬁ’M >:€ZCN < v|p >, (29)
p=1 p=1

adotando o esquema de Hiickel,

a—¢€ I} 0 0 0
0 a—¢ I6] 0 0
0 I} a—e (0 0
. ) . =0. (30)
G 0 0 . X—€ I}
0 I} 0 8 a—c¢

Utilizamos o fato que



Hii =«
H;; = ( (para primeiros vizinhos)
H;j = 0 ( para atomos nao vizinhos),

teremos :

aCh + BCy = eCq
BC1 + aCy + fC3 = £Cy

BCh—2 + aC)_1 + BC, =eCy_1
BCh-1 + aC, = eC,.
H4 um conjunto de n-equagoes lineares acopladas e temos que resolvé-
las. No conjunto de equagoes acima somente a primeira (sitio-1) e a tltima
(sitio n) nao tém a mesma forma.

Vamos dividir todas as equagbes por (3, para ficar numa forma mais
tratavel.

(1a)—X01—|—C2 =0

(ltima ) Cpho1—XC, =0
onde
E—«
X =
g
Para as (n — 2) equagbes vamos procurar soluges do tipo:
X =€ + e = 2cos6. (33)



Note que se # é trocado por —6 teremos a mesma solucao. Entao po-
deriamos escolher

C, = Ae + Be . (34)

Se A e B sao constantes arbitrarias, usando o fato que no sitio 1, Cy =
X, teremos

Ae® + Be ™ = X (Ae” + Be™") (35)
Ae?? 4 Be ™0 = 2c0s0(Ae® 4+ Be ) (36)
e essa equagao ¢ satisfeita se A = —B (teremos a identidade trigonométrica
sen26 = 2cosfsend).
Portanto,
C,= A(ei“e — eii“e) (37)
C,, = 2iAsen(ub) (38)
C,, = Asen(ub) (39)
onde A = 2iA.

Se tomarmos a ultima equagao

Cho1=XCp (40)
Asen(n — 1)0 = 2Acos(0)sen(nd) (41)
Asen(n —1)0 = A (sen(nf)cos() — cos(nf)sen()) (42)
pois
sen(nf — 6) = sen(nf)cos(0) — cos(nf)sen(0) (43)

com um pouco de algebra obtemos,

sen(nf)cos(9) + sen(f)cos(nh)
cos(8)cos(nb)

=0 (44)

sen(n+1)8 =0 (45)



Z7r1 onde Z é um inteiro e 8 é real. Existem n distintas solugoes

ouseja 0 = =5
para Z = 1,2,..n. Qualquer outro valor de Z ird reproduzir uma das n
solucoes.

E—Q

Lembrando que X = 5= 2co0s0, teremos

e=a+ 2Bcos(nZI1) (46)

Se o n-ésimo orbital molecular é escrito como %, entao

Y= Z Cuxu
m
Y= Zﬁzsen(uﬁ)xu
n

uwzm
n+1

Y= flzz,sen(

I

)

ou seja

C? = A%sen( nan

H n—i—l)'

Aqui A7 é uma constante arbitraria, que pode ser determinada pela
condi¢ao de normalizacao.

Note que na expressdo (46) para um sistema com n — oo as dife-
rengas entre autovalores (d¢) tendem a zero, e 6 tende a um quase-continuo.
Verifica-se que a diferenca entre o autovalor de energia mais baixo (¢1) e
o mais alto autovalor (e,,) tende para um numero infinito de atomos o
valor 4|3]. Este valor é a chamada largura de banda! Importante notar
que a largura de banda é proporcional ao valor § (f =< V|]:I|,u > para
v e p centrados em sitios vizinhos). Essa integral é conhecida como in-
tegral de “hopping” (salto). Significa que quanto maior for (3, maior é a
banda, consequentemente maior a probabilidade de transferéncia eletronica
entre sitios atomicos, ou mais precisamente os estados eletronicos serao
mais delocalizados, com elétrons compartilhando vérios centros. Por ou-
tro lado, quando 3 é muito pequeno os elétrons se localizam mais em cada
centro. Porém, embora possamos pensar em nosso # como um continuo
€ tem valores distintos para 6 variando entre 0 e m e dizemos que 6 é o
numero quantico da cadeia atomica.




Um outro conceito que aparece aqui, similarmente a nossa molécula
diatomica é de estados ligantes e antiligantes. Chamamos de estados li-
gantes aqueles cujos autovalores de energia sdo menores que « (energia do
elétron no centro atomico) e de estados antiligantes aqueles cujos autova-
lores de energia s@o maiores que a. Observe que « serd o centro de nossa
banda.
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Figura 4: Diagrama de energia para uma molécula com um niumero ar-
bitrdario de n centros.
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