Mecéanica Classica 1 - Lista 1
Professor: Gabriel T. Landi

Data de entrega: 14/10/2015 (quarta-feira).

Leitura: Landau capitulos 1 e 2; Feynman Lectures, Vol 2. capitulo 19; Goldstein capi-
tulos 1 e 2.

1) (1,5 pontos) Derivagao geral das equagoes de Euler-Lagrange

Considere um sistema descrito por s coordenadas generalizadas qi, ..., ¢qs. A Lagran-
giana sera, em geral, uma funcdo das s coordenadas ¢; e das s velocidades ¢;, além do
tempo,

L:L(ql,...,qs,ql,...,qs,t) (1)

(L pode depender do tempo, por exemplo, se tivermos uma for¢a dependente do
tempo). A agao serd um funcional das s trajetorias

to

Slar(t).....qs(t)] = / Lt (2)

t1

(a) Use o principio da minima ac¢ao para encontrar as equagoes de Euler-Lagrange

5S_ 0L d (0L
(5q,»(t) - 8(]1' de 8(]1

=0, i=1,...,s (3)

Dica de sucesso: esse problema é idéntico ao que eu fiz em sala, exceto que agora
h& mais de uma varidvel. Repita os mesmos procedimentos com uma variagao
do tipo qi(t) + mi(t),...,qs(t) + ns(t), e use o fato de que os n; variam de forma
independente.

(b) Mostre que duas Lagrangianas que diferem somente por uma fun¢ao do tipo

d
L/:L—}—Ef(ql,...,qs,t) (4)

produzem as mesmas equagoes do movimento. Dica: mostre que as acbes cor-
respondentes diferem apenas por uma funcdo das extremidades e, portanto, nao
influenciam na variagéo 6S.

2) (1,5 pontos) Coordenadas cilindricas

A posigao de uma particula em coordenadas cilindricas 1é-se

T = 1Cos ¢
Yy =rsing
z=z

(a) Expresse a energia cinética %m(m2 + 9% + #%) em coordenadas cilindricas
(b) Encontre os momentos generalizados associados as variaveis r, ¢ e z.

(c) Mostre que o momento angular referente a dire¢ao z pode ser escrito como

)

Jz—i.:
9¢

D¢

(d) Suponha que essa particula esta sujeita a um potencial U(z). Liste as grandezas
conservadas mais importantes do problema.



3)

4)

Figura 1

(1,5 pontos) Encontre a Lagrangiana

Considere um sistema como o ilustrado na figura 1. Uma particula de massa m é livre
para se mover na dire¢ao horizontal e, acoplada a ela, ha outra particula de massa mo
que pode oscilar no plano da folha.

(a) Decida quais s@o as coordenadas generalizadas relevantes ao problema e faga um
diagrama mostrando qual sistema de coordenadas vocé escolheu.

Encontre a Lagrangiana em termos das coordenadas generalizadas.

Encontre os momentos generalizados associados as coordenadas que vocé escolheu.

d) Quais coordenadas sao ciclicas? E quais sao as grandezas conservadas associadas?
) Obtenha uma expressao para a energia do sistema.

Suponha agora que a massa m; move-se com velocidade constante v. Mostre
que, exceto pela derivada total de uma fungao das coordenadas e do tempo [vide
Eq. (4)], a Lagrangiana resultante é simplesmente a Lagrangiana de um péndulo.
Explique o motivo.

(2 pontos) Encontre a Lagrangiana 2

Considere um sistema como o ilustrado na figura 2. Um péndulo de massa m e
comprimento ¢ estd fixo em um suporte que se move em um circulo de raio a com
frequéncia constante 2. Ou seja, o angulo # na figura varia de acordo com 6 = €t.
Encontre a Lagrangiana. Simplifique seu resultado ao méaximo usando a Eq. (4).

/
/

,,,,,,,,,,,,,,,,, e
\

Figura 2



5)

6)

(1 ponto)Atrito

O formalismo Lagrangiano nao é muito conveniente para tratar forgas nao conservati-
vas. No entanto, existem certos casos onde isso pode ser feito tratando a Lagrangiana
como sendo explicitamente dependente do tempo. Considere a seguinte Lagrangiana:

1 1
L=e"=mg®> — =kq?

(2 L
Use as equagoes de Euler-Lagrange para encontrar as equagoes do movimento. Vocé
certamente ja viu essas equagoes antes. Em qual sistema?

(2,5 pontos) Lagrangiana de uma particula relativistica na presenga de um
campo eletromagnético

O campo eletromagnético pode ser descrito pelo potencial escalar ¢(x,y, z,t) e o po-
tencial vetor A(x,y,z,t). A partir deles obtemos os campos elétricos e magnéticos
por meio das equacoes,

0A
E=-Vo—5

B=VxA

A Lagrangiana de uma particula relativistica se movendo na presenca do campo ele-

tromagnético é
2
v
L:_mCQ 1—0—2—q[¢(:):,y,z)—v-A] (5)

(a) Feche os olhos e se convencga de que as equagoes de Euler-Lagrange também valem
para esta Lagrangiana. Afinal, a inica suposicdo é a de que L depende de r e 7.

(b) Mostre que na presenga do potencial vetor, o momento generalizado associado as
coordenadas 7 = (x,y, z) se tornam

p= muv
V1—v2/c?

Ou seja, na presenga do potencial vetor o momento generalizado se torna o “mo-
mento cinemético” p mais um novo termo. Moral da histéria: nem sempre o
momento generalizado € intuitivo. Temos que confiar na defini¢ao.

P =p+4A,

(c) Mostre que a energia do sistema sera

mc2

V1—02/c? tee

Ou seja, ela nao depende do potencial vetor A.

E=v-P-L=

(d) A simetria mais importante do campo eletromagnético é a invariancia de Gauge.
Uma transformagao de Gauge do campo eletromagnético 1é-se

AN
[ -
o= ot
A = A+ VA

onde A é uma funcao escalar arbitraria de z,y, z e t. Use a Eq. (4) para mostrar
que a Lagrangiana (5) possui invariancia de Gauge, contanto que a carga g nao
mude no tempo.

(e) (Desafio) Mostre que as equagoes do movimento sao dadas pela for¢a de Lorentz:

%:q(E—kva)

Dica de sucesso: cuidado ao calcular dT‘?. Isso representa a derivada total e A

depende também de 7(t).



7) (3 pontos extras) Desafio: Lagrangiana de Schrédinger

A coordenada de um sistema ¢(t) € uma fungao apenas do tempo. Sistemas mais gerais
sao descritos por campos; ou seja, por fungoes que dependem também da posicao, por
exemplo ¢(z,t). A Lagrangiana dependera em geral da varidvel em questao, que neste
caso ¢ o campo 1, além de suas derivadas (neste caso Oy e 0,1). Portanto a agao
serd dada por

(a)

Sl (. )] = / L, 0y, 0,) da

Use o principio da minima acao para mostrar que a equacgao de Euler-Lagrange

neste caso se torna
oL oL OL
T (e B R e =1
oy <6<6t¢>> <6<axw)>

Se vocé possui uma Lagrangiana que depende de mais de um campo, basta colocar
indices 1; nesta equagao.

Considere agora a Lagrangiana de Schrodinger

i 1
L = 2 [(0) = 0] - 5 —(0:)(00) — Vorly
Ela depende de dois campos: 1) e 1. Trate-os como campos independentes. Além
disse, V' é uma funcado qualquer. Mostre que a equacao de Euler-Lagrange para

YT é a equacdo de Schrodinger
, I
10 = — 0z + Vb
2m

(eu estou usando A = 1).

(Super desafio) E possivel ver que a Lagrangiana de Schrodinger possui invariancia
por uma transformacgao de fase global:

ey, Pl eyt

Ela reflete o fato de que a grandeza observavel ndo é ¢ em si, mas |12 = ¥Te.
A grandeza associada a essa simetria é o niimero de particulas, o que faz sentido
ja que sabemos que na mecénica quantica particulas nao podem ser criadas nem
destruidas. Eu quero que vocé mostre isso. Para tal, utilize a transformacao infini-
tesimal €/ ~ 146 e verifique que, em primeira ordem, a variacdo da Lagrangiana
implica na equacao de continuidade,

onde

p= g, = [0 — i (8s0)]

2m



