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O campo vetorial

1)

2)

3)

Aquecimento: quadri-potencial e os campos elétrico e magnético

O objeto fundamental do eletromagnetismo ¢ o quadri-potencial A* = (¢, A), sendo
¢ o campo escalar e A o campo vetorial. Os campos elétrico E e magnético B podem
ser obtidos do campo vetorial a partir das relagoes:

A
E:—V(;ﬁ—a—, B=VxA (1)
ot
(a) Mostre que as definigoes de E e B nao mudam por uma transformagao de calibre
(“Gauge”):
AP — A* = AF 4 9T

sendo I" um campo escalar qualquer. Isso significa que A* e A" sao fisicamente
equivalentes e reflete o fato de que na verdade sdo os campos E ¢ B que podem
ser medidos experimentalmente.

(b) O quadri-potencial A* é um quadri-vetor; ou seja, ele se transforma por uma
transformacao de Lorentz assim como o vetor posicao x*. Use este fato para
obter as regras de transformacao dos campos E e B.

Lagrangiana do campo eletromagnético

Considere a seguinte Lagrangiana:

1
L= 4 Y, Fu = 0uAy — 0, A, (2)

Note que F* ¢é anti-simétrico: FM = —FYF. Vocé terd que usar este resultado
diversas vezes.

(a) Mostre que as equagoes do movimento sao
O F* =0

(b) Escreva essas equagoes em termos dos campos E e B e mostre que elas reproduzem
duas das quatro equacoes de Maxwell.

(c) Mostre que as outras duas equagdes podem ser obtidas da identidade:
8“F,,>\ + 8>\FW + BVF)\H =0

onde p, v e A sdo indices diferentes. A validade dessa igualdade decorre da prépria
definicao de Fy,,.
(d) Verifique que a Lagrangiana (2) é invariante por uma transformagao de calibre.
Teorema de Noether e correntes conservadas

Considere uma translagao no espago-tempo:
at — ' =gt 4 e
At (x) — AM(2") = A¥(2)

(a) Mostre que a grandeza conservada referente & essa simetria é o tensor de energia-
momento:

T, = —F",0,A° — ", L



(b)

A componente 7% é a densidade de energia e sua integral por todo o espaco é a
energia do campo. Mostre que

5:/d3xT00:/dgx{;(FOi)2+jl(E‘)2}

Expresse também este resultado em termos dos campos E e B.

O campo conjugado a A" é, por definicao,

oL
Bt - 7=
0(0pA*)
Mostre que
Bt = —F"

Em particular, note que B® = 0. Em termos do campo A e de seu conjugado B
a energia E do item anterior pode ser escrita como o Hamiltoniano.

H= / d3az{;Bi2 + i(Fz])Q} (3)

Como B = 0, ele depende apenas de A’ e B’.

A componente T% é a densidade de momento: p* = T% ¢ o momento total do
campo é
P = / d3xp’

p = —B;0' AI

Mostre que

Considere agora a resposta do sistema a uma rotagdo de um angulo infinitesimal
060 em torno do eixo z. As coordenadas se transformam como

2% — 20
zt — 2t — 502
2 — 22 + 00!
23— 2?
O campo A*, por ser um campo vetorial, deve se transformar da mesma maneira:
A% - A°
Al — Al — 50 A
A* — A% + 504
A3 A3

Mostre que a carga conservada obtida do teorema de Noether (ou seja, a compo-
nente 0) é

m3 = (z'p? — 2%p!) + (ALB? — A2BY)

onde p’ foi definido acima. Portanto, o momento angular do sistema é
Aﬁf/&ﬂAxB+mxm

Podemos reconhecer assim, a componente do momento angular orbital X p e a
componente de spin

sz/ﬁ%AxB (4)



4) Quantizacao do campo vetorial

Agora vamos quantizar o campo eletromagnético. Devido a liberdade de calibre,
trabalharemos no calibre de Coulomb, onde escolhemos

V-A=0, ¢=0

Com isso trabalharemos apenas com as componentes A* do campo vetorial, e seus
momentos conjugados B'. A quantizagdo candnica consiste em promover os campos
A" e B" a operadores satisfazendo as rela¢ées de comutagao

[A'(x), B (y)] = i6;,;0%) (x — y) ()

O procedimento é mais facilmente realizado supondo que o campo se encontra em um
cubo de volume V = L3 com condigdes periddicas de contorno (no fim dos calculos
podemos tomar o limite V' — 00). Neste caso expandimos A e B em uma série de
Fourier

3
Al@) = 77 IDIEREICRE (6)

3
Bla)= 35 30D e mn (k)e (k) 7)

Nesta equacio é,(k) sdo versores arbitrarios em R3. O que estamos fazendo ¢ con-
verter de 3 campos A’(z) em trés campos ¢"(k) no espaco de Fourier (o indice i ¢
usado no espaco real e o indice n no espaco de Fourier). E conveniente parametrizar
0S Versores como

es(k) = —, € 1L éyles
k|
Finalmente, como quantizamos os campos em uma caixa, os vetores k sao discretos e
tomam os valores

2 .
ki = WL"Z, ni = 0,41, 42, ...

(a) Mostre que o fato dos campos A e B serem reais implica nas relagoes:
(" 016,(0) = "R (-0 )

(7 1ent)) = (-Rjen( k) )

(b) Mostre que as relagoes de comutacao (5) implicam que os operadores ¢" e 7"
devem satisfazer

[¢n(k)a " (k/)] = i5n,n’5k,k’
(c) Mostre que a imposicio do calibre de Coulomb, V- A implica que ¢3 = 7% =
0. Ou seja, apesar de em principio ser possivel decompor A em trés diregoes
independentes, bastam duas delas. Isso estd relacionado com o fato do campo

eletromagnético nao possuir um termo de massa. Se tivéssemos incluido um termo
de massa na Lagrangiana, isso nao ocorreria.

(d) Mostre que o Hamiltoniano (3) pode ser escrito como

H=3 ¥ {w%)vr”*(k)+k2¢"<k>¢”*<k>} (10)

k,ne{1,2}

onde k = |k|.



5) Operadores de criagao e aniquilagao

Continuando do exercicio anterior, defina agora os operadores

(a)

ny— (4 ot (-
#(k) = m( 2 () + al k)) (11)
7 (k) = i[5 (an) — al(-8)) (12)

Mostre que esses operadores satisfazem as relagoes de comutacgao de Bosons:

[an(k)a aL/(k/)] = 5n,n’5k,k’

e [an(k),an (K] = 0.

Mostre que o Hamiltoniano pode ser escrito como

H= > |ky(a;(k)an(k)+1/2>

kne{1,2}

Além disso, mostre que o momento do campo pode ser escrito como

P= > kaf(k)an(k)

kne{l1,2}

Nos temos, portanto, a seguinte interpretagao fisica: a quantizagdo do campo
eletromagnético produz particulas cuja relacao entre energia e momento é dada
por €(k) = |k|. Comparando isso com a relagdo de dispersao relativistica usual,
e(k) = /m?+ |k|?, vemos que as particulas em questdo nao possuem massa.
Essas particulas que decorrem da quantizacao do campo eletromagnético sao os
fétons.

6) O spin do campo eletromagnético

Considere novamente o spin do campo eletromagnético, descrito pela Eq. (4).

(a) Usando as relagoes de comutagao (5), mostre que

(5%, 89] = i€tk gk

(b) Mostre que

(St AT] = i€lik Ak

(¢c) Mostre que

[S%,al (k)] = ie™™al (k)

m

(d) O estado do vacuo, |0), é o estado que ndao possui nenhuma particula. Ele é

definido como a,(k)|0) = 0. Ou seja, o operador de aniquilagdo, que em geral
tentaria aniquilar uma particula, aniquila o vicuo. Mostre que

5Y0) =0

(e) Considere agora o operador S? := 'S = (S1)2 4 (82)2 + (S3)2. Mostre que

S?af,(k)[0) = 2a},(K)|0)

Ou seja, o estado que possui uma tnica particula, aL(k)]O), é um auto-estado do
operador 82 com autovalor 2. Da mecénica quantica, sabemos que os autovalores
do operador S? sdo s(s + 1), onde s é o spin do sistema. Concluimos, portanto,
que o campo vetorial é um campo de spin 1.



(f) Mostre que

S3 (aJ{ + m;> 0) = (a{ + z’a§> 10) (13)

53 (a{ - ia;> 0) = — <a§ - ia§> 0) (14)

Isso mostra que apesar de possuir spin 1, o campo vetorial sem massa (ou seja, o
campo eletromagnético), ndo possui a componente 0 de spin (apenas as compo-
nentes +1 e -1). Isso é uma consequéncia da simetria de calibre, que faz com que
A(x) seja decomposto em apenas duas dire¢oes, e nao trés.



