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Professor: Gabriel T. Landi

(2016-2) Sélido cristalino

Num modelo para um sélido cristalino podemos supor que os N atomos sejam equivalentes
a 3N osciladores harménicos classicos, unidimensionais, independentes, de massa m, que
oscilam com a mesma frequéncia angular w em torno de sua posi¢ao de equilibrio. A uma
distancia = dessa posicdo a energia potencial é dada por U = mw?x?/2. Conhecendo-se
alguns dados experimentais é possivel estimar, em termos da distancia inter-atomica d a
baixas temperaturas, a raiz do deslocamento quadratico médio dos &tomos quando ocorre
a fusdo. A resolugao dos itens abaixo permite fazer esta estimativa. Suponha que o sélido
se encontre em equilibrio térmico a uma temperatura absoluta T'.

(a) Considere que o nimero de estados numa célula do espago de fase (z,p) seja dado
por dxdp/h, onde h é a constante de Planck. Obtenha a func¢ao de parti¢ao para o
oscilador harménico Z(T',w).

(b) Calcule o ntimero médio de osciladores cuja posigao se encontra entre x e x + dz.

(c) Obtenha a expressao para a energia potencial média, (U) por oscilador unidimensio-
nal. Compare o resultado com o valor esperado pelo teorema da equiparticao.

(d) Seja x% o deslocamento quadratico médio em torno do equilibrio quando o sélido se
funde e seja f = x¢/d. Usando (U) = mw?x3/2 estime f para um dado elemento
cuja massa atomica é m = 1072?° kg, a temperatura de fusdo ¢ Tr = 1400 K, d =
(10/3)A = (10/3) x 10719 m e a frequéncia é tal que hw/kp = 300 K.

(2016-1) Sistema de spins 1/2

Considere um sistema de N spins 1/2 nao-interagentes, com momento de dipolo magnético
de mo6dulo p, na presenca de um campo magnético uniforme B.

(a) Escreva a Hamiltoniana do sistema.

(b) Considerando o sistema em equilibrio térmico a temperatura inversa 5 = 1/kpT,
calcule a fun¢ao de partigao Z (3, B).

(c) Calcule a magnetizagdo como funcao de T e B.

(d) Obtenha a expressao para M no limite de altas temperaturas e campo magnético
fraco.

(2015-2) Moléculas distinguiveis

Considere um sistema composto por um numero grande de moléculas distinguiveis N, que
nao interagem entre si. Cada molécula tem dois estados de energia possiveis: 0 e € > 0.

(a) Obtenha a densidade de entropia S/N do sistema como fungdo apenas da energia
média por molécula E/N, de € e da constante de Boltzmann kp.

(b) Considerando o sistema em equilibrio térmico a temperatura inversa 5 = 1/kgT,
calcule E/N.

(¢) Qual o valor maximo para E/N no caso acima? Compare com o valor maximo dessa
grandeza caso fosse possivel que todos os elementos do sistema estivessem no estado
de maxima energia.



(2015-1) Osciladores tridimensionais

Considere N osciladores harmonicos tridimensionais classicos nao-interagentes, de massa
m e frequéncia angular w, em contato com um reservatério térmico a temperatura 7.

(a) Escreva o Hamiltoniano do sistema e obtenha a fungao de parti¢ao canonica.
(b) Obtenha o valor médio da energia por oscilador. Qual a capacidade térmica do
sistema?

(2014-2) Gas monoatémico classico

Considere um gas monoatomico classico constituido por N atomos nao interagentes de
massa m confinados num recipiente de volume V', a4 temperatura 7. A Hamiltoniana
correspondente a um atomo é dada por H = (p2 + pz + p?)/2m.

(a) Mostre que a funcio de partigio canonica atomica ¢ dada por ¢ = V/A3 onde \ =
h/v/2mmkpT é o comprimento de onda térmico de de Broglie.

(b) Utilizando ¢ do item anterior obtenha a fungao de parti¢do Z do sistema e a energia
livrte de Helmholtz F. Obtenha também a energia livre por dtomo, f = F/N no
limite termodindmico N — oo, V' — o0, v = V/N fixo.

(c) Obtenha a energia interna U e a pressao p do géas.

(d) Calcule a entropia por 4&tomo no limite termodinamico.

(2014-1) Material paramagnético

Um determinado material magnético é composto por N atomos magnéticos nao-interagentes,
cujos momentos magnéticos p podem apontar em trés dire¢Oes possiveis, conforme mos-
tra a figura abaixo: pg = py, g1 = p& e py = —ux. O sistema encontra-se em equilibrio
térmico & temperatura T’ na presenga de um campo magnético H = Hy de modo que os
niveis de energia correspondentes a um tinico atomo sao ¢g = —pH, € = e = 0.
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(a) Obtenha a fungao de parti¢ao canonica z de um atomo, a funcao de parti¢gao candnica
Z do sistema e a energia livre de Helmholtz f por atomo.

(b) Determine a energia média u = (¢,,) e a entropia s por atomo.
(c) Obtenha a magnetizacdo por atomo m = m,& + myy + m.z = (u).

(d) Verifique que a susceptibilidade isotérmica x7 = (9m,/0H )7 a campo nulo obedece
a lei de Curie, xp o< 1/T.



(2013-2) Oscilador harmoénico quantico modificado

Considere um oscilador harménico unidimensional modificado, definido pela fungao ha-

miltoniana )

_
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onde V(z) = imw?z? para x > 0 e V(z) = oo para « < 0. Ele encontra-se em equilibrio
térmico com um reservatério de calor a temperatura 7T'.

(a) Justifique, em termos de paridade das autofungdes do problema quantico, por que,
devido as condigoes impostas, apenas os valores inteiros impares de n sao permitidos
para as autoenergias deste oscilador, €, = (n + 1/2)w.

(b) Para a versdo quéntica, obtenha a fun¢ao de particdo canonica z deste oscilador e a
energia livre de Helmholtz associada f.

(c) Obtenha a energia interna média deste oscilador a partir de u = —d1ln z/98.
(d) A partir da definicdo de energia interna média no ensemble canénico, u = (ep),
demonstre a expressao u = —d1lnz/0p.

(e) Mostre que a fungao de partigdo canodnica classica deste oscilador é dada por zcjass =
(2Bhw) 1. Determine a energia interna média classica associada, Uclass = (H)class-

(2013-1) Gas ideal monoatémico

Um géas ideal monoatdémico de N moléculas de massa m estd em equilibrio térmico a
uma temperatura absoluta 7. O gés esta contido em uma caixa cubica de aresta L, cujos
lados de baixo e de cima estao paralelos a superficie da terra. Considere o efeito do campo
gravitacional sobre as moléculas. A aceleracao da gravidade é g. Determine:

(a) A fungao de parti¢ao de uma molécula do gas.

)
(b) A energia cinética média de uma molécula do gés.
(c¢) A energia potencial média de uma molécula do gas.
)

(d) A energia potencial média de uma molécula do gas no caso em que mgL/kpT < 1.
Faga o calculo até segunda ordem na razao mgL/kpT.

(2012-2) Gas de particulas ultra-relativisticas

Considere um gas composto por N particulas ultra-relativisticas (de forma que sua energia
€ possa ser escrita como € = ¢p, onde p é o seu momento linear) confinado em um recipiente
de volume V e a temperatura 1. Suponha que as particulas sejam indistinguiveis e nao
interagentes e que sua energia térmica seja suficientemente alta para desprezar efeitos
quanticos.

N
%, onde h é a constante de

Planck, ¢ é a velocidade da luz no vicuo e kp é a constante de Boltzmann.

(a) Mostre que a fungao de partigao do gas ¢ Z =

(b) Determine a pressao do gas.
(c) Calcule a entropia do gas.

(d) Determine a energia interna do gas.



(2012-1) Sistema com dois compartimentos

Considere um sistema formado por duas particulas distinguiveis, 1 e 2. Cada uma delas
deve estar em um de dois compartimentos, A e B. A energia de uma particula é zero
quando ela se encontra no compartimento A e € quando ela se encontra no compartimento
B. Quando as duas particulas estao no mesmo compartimento, hd um custo adicional A.
O sistema esté em equilibrio com um banho térmico a temperatura 7.

(a) Quais s@o as possiveis configuragoes do sistema? Determine a energia de cada uma
delas.

(b) Calcule a fun¢ao de partigao Z.

(
(d

)
¢) Qual a probabilidade de cada configuragao?
) Calcule a energia média do sistema.

)

(e) Obtenha a entropia do sistema em termos de Z.

(2011-2) Radiacao de corpo negro

A lei de Stefan-Boltzmann diz que a densidade de energia total do campo eletromagnético
dentro de uma cavidade em equilibrio térmico é dada por

w(T) = aT?
onde a é uma constante.

(a) Podemos derivar a lei de Stefan-Boltzmann usando argumentos termodinamicos. Sa-
bendo que, em equilibrio termodindmico, a densidade de energia da radiagao inde-
pende do material que forma as paredes, podemos concluir que qualquer varidvel
extensiva da radiacao em uma cavidade devera ser proporcional ao volume da ca-
vidade e depender apenas da temperatura. Em particular, a energia interna e a
entropia da radiagao serao U = Vu(T) e S = Vs(T), respectivamente. Podemos
usar o eletromagnetismo classico para calcular a pressao de radiacao nas paredes da
cavidade. Ela tem a forma de P = u(7")/3. Usando essas informagoes e a primeira
lei da termodindmica, demonstre a lei de Stefan-Boltzmann.

(b) Agora obtenha esse resultado usando fisica estatistica, assumindo que a radiacao
eletromagnética é um gas de fotons.

i. Calcule a funcao de particio Z e mostre que o nimero médio de fétons com
energia €; €
_ 10InZ 1
n;g=—— =
J B Oe; efei — 1

onde 5 =1/kpT.
ii. Obtenha a lei de Stefan-Boltzmann. Vocé pode usar que o ntmero total de fétons

por unidade de volume e frequéncia entre [w,w + dw] é dado por

w? dw

onde k é uma constante e €, = fuw ¢ a energia de um foton.



(2011-1) Cristal magnético

Imagine que um material magnético unidimensional possa ser modelado como uma cadeia
linear de N + 1 spins. Cada spin interage com seus primeiros vizinhos de tal maneira que
a energia do sistema seja I = ne onde n é o numero de paredes de dominio separando
regices de spin 1T das regides de spin |, como representado na figura abaixo, sendo as
paredes de dominio indicadas por linhas tracejadas. A energia por parede de dominio é
€. Considere N > 1en > 1.

(a) Determine quantas maneiras as n paredes de dominio podem ser arranjadas.
(b) Determine a entropia S(E) do sistema contendo n paredes de dominio.

(c) Determine a energia interna E como funcao da temperatura, F(T). Expresse seu
resultado em termos de IV, €, T e constantes fisicas apenas.

(d) Esboce a funcao E(T'), indicando os valores de E para T'=0e T — oo.

(2010-2) Gas de particulas interagentes

A funcao de particdo de um gas monoatomico de N particulas interagentes pode ser

escrita como:
y_ (V= NN (mhpT N2a
TN 2 h2 P\ VaT

onde a e b sao constantes positivas e m é a massa da particula.

(a) Determine a energia livre de Helmholtz do gés.

(b) Determine a equagao de estado desse gas, em termos da pressao, do volume especifico
v =V/N, da temperatura e de constantes.

(c) Determine a energia interna especifica u = U/N do gas.

(d) Considere que o gas sofra um processo de expansao livre no qual seu volume inicial
V' é duplicado no interior de um recipiente feito de paredes adiabaticas. Calcule a
variagao da temperatura absoluta que ocorre no processo.

(2010-1) Moléculas polares em um campo elétrico

Um gés ideal de moléculas diatémicas polares, cada uma com momento de dipolo elétrico
[, encontra-se a uma temperatura 1" e esta sujeito a um campo elétrico £. As orientagoes
dos dipolos sao definidas pelos angulos 6§ (0 < 6 < 7) e ¢ (0 < ¢ < 27) de um sistema
de coordenadas esféricas cujo eixo z é paralelo ao campo létrico. A probabilidade de
encontrar uma molécula com orientagao do dipolo dentro do elemento dfd¢ vale pdfd¢
onde a densidade de probabilidade p(6, ¢) é dada por

p(0,9) = %sin ge PE

e estd normalizada de acordo com [ p(f,¢)dfd¢ = 1. A constante A é um fator de
normalizacdo, f = 1/kpTé a constante de Boltzmann e E ¢é a energia de interagao do
momento de dipolo com o campo, dada por £ = —pu - .

(a) Determine A como funcao de T', € e p.

(b) O momento de dipolo médio por molécula é definido pela média P = p{cosf). De-
termine P como funcao de T e £.

(c) Esboce o grafico de P versus £ para T' constante.

(d) A susceptibilidade elétrica é definida por x = 9P/0E. Determine x a campo nulo
e mostre que ela é inversamente proporcional & temperatura 7. Notar que para
pequenos valores de x vale cothz ~ 1/x + x/3.



(2009-2) Atomos localizados e nio interagentes

Considere um sistema de N 4dtomos localizados e nao interagentes. Cada atomo pode estar
em um dos trés estados quanticos rotulados pelo ntimero quantico k, com k£ = —1,0, 1.
Um atomo tem a mesma energia €1 > 0 no estado k = 1 ou no estado £k = —1. Um atomo
no estado k = 0 tem energia g = 0. Determine

(a) A fungao de parti¢ao do sistema.

(b) A probabilidade py de um atomo se encontrar no estado com energia 0. Determine
o comportamento de pg nos limites de altas e baixas temperaturas e esboce o grafico
de po versus T'.

(c) As expressoes para a energia interna e para a entropia como fun¢ao da temperatura
T. Determine os valores assintéticos da energia e da entropia nos limites de altas e
baixas temperaturas. A terceira lei da termodinamica é observada?

(d) Esboce o grafico da entropia como fungao da temperatura.



