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Resumo

Transições de fase quânticas ocorrem devido a uma competição entre dois
termos em um Hamiltoniano. Recentemente descobriu-se que é possível também
obter um comportamento crítico em sistemas onde há uma competição entre
a contribuição Hamiltoniana da dinâmica e a contribuição dissipativa. Estas
transições, que vem sendo chamadas de transições de fase dissipativas, constituem
um tema intensamente estudado atualmente, com as primeiras observações
experimentais surgindo somente neste ano (2017). Um aspecto ainda pouco
explorado nestas transições diz respeito à relaxação ao estado estacionário; ou
seja, aos aspectos dinâmicos da criticalidade, por exemplo após um quench
quântico. Neste projeto propomos estudar aspectos dinâmicos das transições de
fase dissipativas em modelos simples que possam ser resolvidos analiticamente ou
numericamente. Focaremos no modelo de bistabilidade ótica e no modelo de Rabi
dissipativo, o primeiro apresentando uma transição descontínua o segundo uma
transição contínua. Em ambos os casos, estudaremos a dinâmica do parâmetro
de ordem e a evolução entrópica do sistema, focando nos conceitos de produção
e fluxo de entropia. O objetivo central será tentar relacionar tais conceitos com
as propriedades de relaxação e com conceitos inerentes da informação quântica,
como por exemplo a evolução dissipativa da coerência e do emaranhamento.
Finalmente, estudaremos o fenômeno de “critical slowing down”, que diz respeito
à relaxação lenta do sistema quando próximo da criticalidade, semelhante à
relaxação vítrea em sistemas de matéria condensada. O nosso objetivo será buscar
relacionar este fenômeno com o conceito de “quantum speed limit”, uma ideia
que vem ganhando atenção crescente na comunidade de informação quântica.



1 Introdução
Por mais de um século transições de fase vem sendo um dos tópicos mais

amplamente estudados em física, com ramificações que vão da física da matéria
condensada [1, 2] à física de partículas [3]. Historicamente o foco inicial foi nas
fases sólida, líquida e gasosa da matéria. Mas, já no início do século XX percebeu-
se que o fenômeno também englobava outras fases, como o ferromagnetismo, a
supercondutividade e a superfluidez [4–7]. A descrição teórica das transições de
fase atingiu seu auge com o desenvolvimento da teoria de Landau, que é capaz
de explicar uma enorme classe de transições sob a alçada unificada da quebra
espontânea de simetria [1, 2, 8]. Este conceito que, podemos argumentar, está
entre um dos mais poderosos em toda a física, foi também exportado para a
física de partículas, sendo atualmente um dos constituintes fundamentais do
modelo padrão.

Nas últimas 4 décadas foi descoberto também a existência de transições de
fase que ocorrem mesmo à temperatura zero, chamadas de transições de fase
quânticas [9]. As transições de fase tradicionais ocorrem devido à uma competição
entre a energia do sistema e as flutuações térmicas. Já as transições de fase
quânticas decorrem da competição entre dois termos em um Hamiltoniano. Ou
seja, estão relacionadas com flutuações que são inerentemente quânticas. Entre
as transições quânticas mais conhecidas, mencionamos a transição superfluido-
isolante de Mott [10], o modelo de Ising no campo transverso [11] e a transição
superradiante do modelo de Dicke [12,13].

Mais recentemente foi constatado que o mesmo tipo de comportamento
crítico também poderia ser obtido no caso da dinâmica quântica de um sistema
em contato com o ambiente [14–17]. Neste caso a transição decorre de uma
competição entre a contribuição Hamiltoniana e a contribuição dissipativa. Essas
transições vem sendo chamadas de transições de fase dissipativas e constituem
um tema amplamente estudados na última década [17–27]. De fato, as primeiras
confirmações experimentais deste tipo de transição foram obtidas somente neste
ano (2017) [28–30].

O Prof. Landi já possui experiência neste tipo de problema, tendo trabalhado
com transições dissipativas no contexto de cadeias de spin abertas [31] e no caso
do modelo esférico quântico [32]. Neste último trabalho, em particular, focamos
no estudo das propriedades dinâmicas de transições dissipativas. No entanto, a
enorme complexidade do modelo esférico quântico não permitiu que avançássemos
o quanto gostaríamos. Portanto, neste projeto propomos revisitar este problema
olhando para modelos mais simples, que permitam soluções analíticas e/ou
numéricas.

Em particular, propomos estudar o modelo de bistabilidade ótica [19, 33] e o
modelo de Rabi dissipativo [23], que descreveremos em detalhes na seção seguinte.
O primeiro apresenta uma transição descontínua (primeira ordem) ao passo que
o segundo apresenta uma transição contínua (segunda ordem). Ambos estes
modelos são suficientemente simples a ponto de permitir um estudo analítico
e/ou computacional das propriedades dinâmicas.

Ao estudar a dinâmica destes modelos, monitoraremos diversas grandezas de
interesse, as tradicionais sendo o parâmetro de ordem e funções de correlação.
Mas, além disso, daremos também atenção especial à dinâmica entrópica do
sistema. Quando um sistema relaxa em direção ao estado estacionário, parte
da mudança em sua entropia pode ser associada a um fluxo de entropia entre

1



o sistema e o ambiente. No entanto, outra parte pode ser associada a uma
produção espontânea de entropia, que funciona como um quantificador da
irreversibilidade do sistema. O Prof. Landi tem ampla experiência com este
conceito e, recentemente, desenvolveu técnicas para quantificar esta grandeza no
caso de sistemas bosônicos [34], que é precisamente a situação dos modelos que
propomos estudar.

Finalmente, abordaremos o conceito de critical slowing down [25, 35] que
ocorre quando o sistema é sujeito a um quench que cruza o ponto crítico e,
consequentemente, demora um tempo logaritmicamente mais longo para atingir
o novo equilíbrio. Buscaremos relacionar este conceito com a ideia de produção de
entropia e, em paralelo, com o conceito de quantum speed limit. Este último, que
em geral é discutido na mecânica quântica em termos do princípio da incerteza
para energia e tempo, foi recentemente abordado de uma maneira muito mais
sofisticada, sendo relacionado com métricas no espaço de Liouville [36].

Este projeto contará com a colaboração do Prof. Malte Henkel da Université
de Lorraine, especialista na área de transições de fase fora do equilíbrio [35].
Esta colaboração se dará através do projeto USP-COFECUB já em andamento.
O projeto contará também com a colaboração do Prof. Gerardo Adesso da
University of Nottingham, especialista em correlações quânticas. A colaboração se
dará através do projeto de colaboração FAPESP-Nottingham número 2017/07973-
5. Finalmente, o trabalho poderá contar também com a colaboração dos Profs.
Diogo Soares-Pinto do IFSC-USP e o Prof. Lucas Céleri da UFG.

2 Fundamentação teórica

2.1 Modelos de transições de fase dissipativas
Transições de fase dissipativas são em geral modeladas pela chamada equação

de Lindblad:
dρ

dt
= −i[H, ρ] +D(ρ), (1)

onde ρ é a matriz densidade do sistema, H é o Hamiltoniano e D(ρ) é o dissipador
de Lindblad, que descreve a contribuição do ambiente para a evolução do sistema.
O primeiro termo no lado direito da Eq. (1) se refere à contribuição unitária ao
passo que o segundo termo se refere à contribuição dissipativa. Uma transição
de fase dissipativa advém precisamente da competição entre estes dois termos.

Para que seja possível observar um comportamento crítico é necessário
tomarmos o limite termodinâmico. Ou seja, a Eq. (1) deve ser utilizada para
modelar um sistema de muitos corpos interagente. Foi esta a abordagem que
o Prof. Landi utilizou na Ref. [32] no contexto do modelo esférico quântico.
Essa abordagem, no entanto, leva a situações que não podem ser tratadas
analiticamente ou numericamente.

Neste projeto buscaremos modelos que podem ser tratados analiticamente.
Uma maneira de permitir isso é considerando sistemas de poucos corpos mas
sujeitos a limites físicos que representam o limite termodinâmico. Para este
projeto, escolhemos dois tais modelos: o modelo de bistabilidade ótica [19, 33] e
o modelo de Rabi dissipativo [23].
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Figura 1: Exemplo da bistabilidade ótica para o sistema descrito pelas Eqs. (2) e
(3). A curva pontilhada representa o resultado semi-clássico, que prevê
um comportamento biestável dentro de uma certa região de F/γ. As
curvas coloridas foram obtidas da solução numérica da Eq. mestra (1). Os
parâmetros utilizados foram ωL − ω = 3γ e Ũ = γ. Retirado de [19].

O modelo de bistabilidade ótica

O modelo de bistabilidade ótica representa uma cavidade descrita por um
operador de aniquilação bosônico a, sujeita a um meio não-linear que confere
uma auto-interação efetiva aos fótons. O sistema é descrito pela Eq. (1) com
Hamiltoniano [19,33]

H = ωa†a+
U

2
a†a†aa+ iF (aeiωLt + a†e−iωLt). (2)

Neste expressão o segundo termo representa a auto-interação entre os fótons ao
passo que o terceiro representa o termo de bombeamento, com intensidade F e
frequência ωL. Além disso, o dissipador deste modelo tem a forma

D(ρ) = γ

(
aρa† − 1

2
{a†a, ρ}

)
, (3)

e representa a perda de fótons pela cavidade.
Para observamos um comportamento crítico neste modelo é necessário tomar-

mos o limite F →∞ e U → 0 mas tal que UF 2 permaneça constante. Em geral
parametrizamos F =

√
NF̃ e U = Ũ/N e então tomamos N →∞. Uma vez que

o termo F representa a intensidade de bombeamento da cavidade, este limite
corresponde a tomarmos o número de fótons na cavidade indo para infinito. De
fato, pode se mostrar que com esta parametrização o número de fótons escala
proporcionalmente à N . A Fig. 1 ilustra o número de fótons médio na cavidade
em função do bombeamento F . Como pode ser observado, esta grandeza depende
de forma sensível com a competição entre o bombeamento F e a taxa de perda
de fótons γ, levando a um valor crítico de F̃ /γ para o qual o sistema apresenta
uma transição descontínua. Uma solução semi-clássica, ilustrada na Fig. 1 pela
linha pontilhada, prevê um comportamento biestável dentro de uma certa região.
No entanto, é possível mostrar que as flutuações quânticas destroem o caráter
biestável, levando a uma solução única para o número de fótons.

O modelo de Rabi dissipativo

O segundo modelo que iremos estudar consiste em um modo bosônico, no-
vamente representado por um operador de aniquilação a, acoplado com um
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Figura 2: Comportamento crítico do modelo de Rabi dissipativo em função do parâ-
metro adimensional g = 2λ/

√
ωΩ. O parâmetro de ordem 〈a〉, mostrado em

linhas verdes pontilhadas, apresenta uma transição contínua para o valor
crítico gc =

√
1 + κ2/ω2. Estão mostrados também na figura o número

médio de fótons 〈a†a〉, em linhas vermelhas tracejadas e a quadratura
∆X em azul. Ambos divergem no ponto crítico, se comportando como
susceptibilidades efetivas. Retirado de [23].

sistema de dois níveis, descrito pelas matrizes de Pauli usuais. O Hamiltoniano
do sistema é dado por [23,37]

H = ωa†a+
Ω

2
σz − λ(a+ a†)σx. (4)

A contribuição dissipativa tem exatamente a mesma forma da Eq. (3). Neste
caso, para observarmos um comportamento crítico devemos tomar o limite
λ/ω →∞, Ω/ω →∞ mas tal que a combinação g = 2λ/

√
ωΩ permaneça finita.

O comportamento crítico deste modelo está ilustrado na Fig. 2. Em particular,
em verde está ilustrado o parâmetro de ordem 〈a〉 que apresenta uma transição
contínua no ponto crítico gc =

√
1 + κ2/ω2.

2.2 Produção de entropia
A dinâmica da entropia S de um sistema aberto pode, em geral, ser escrita

como
dS

dt
= Π− Φ, (5)

onde Φ representa o fluxo de entropia do sistema para o ambiente e Π representa
a entropia produzida de maneira irreversível durante a dinâmica [38, 39]. Da
segunda lei da termodinâmica esperamos que Π ≥ 0 e que Π = 0 se e só se o
processo for reversível. A produção de entropia funciona, portanto, como um
quantificador da irreversibilidade de um processo físico.

O fluxo e a produção de entropia não são observáveis do sistema, mas podem
ser relacionados com observáveis através de um formalismo teórico. No entanto,
não há um formalismo unificado para descrever a produção de entropia. No
contexto de equações mestras do tipo (1), a abordagem padrão consiste em
associar o fluxo de entropia com a igualdade de Clausius da termodinâmica [40],

Φ =
ΦE
T
, (6)
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onde ΦE é o fluxo de energia. Isso em geral implica que a produção de entropia
pode ser escrita como

Π = − d

dt
S(ρ||ρeq), (7)

onde S(ρ||σ) = tr(ρ(ln ρ − lnσ)) é a entropia relativa de Kullback-Leibler e
ρeq = e−βH/Z é a matriz densidade térmica.

Esta formulação tradicional, no entanto, não se aplica a nenhum dos problemas
mencionados na Sec. 2.1. O motivo é que em ambos os modelos o dissipador
[Eq. (3)] representa um banho térmico à temperatura zero. E a formulação das
Eqs. (6) e (7) não se aplica no limite de temperatura zero. Existem diversas
discussões do por quê isso ocorre [41] mas, até onde é do nosso conhecimento,
isso representa uma limitação fundamental deste formalismo.

Recentemente o Prof. Landi abordou este problema de uma forma diferente,
usando o conceito de produção de entropia no espaço de fase [34]. Focamos
no caso de sistemas bosônicos que podem ser descritos por uma função de
Wigner W . Para estes sistemas, ao invés de usarmos a entropia de von Neumann
S = −tr(ρ ln ρ), utilizamos a entropia de Wigner

S = −
∫

d2α W lnW. (8)

Como mostrado em [42], para o caso de estados Gaussianos esta grandeza coincide
com a entropia de Rényi-2, que recentemente ganhou significância termodinâmica
no contexto de teorias de recursos [43]. Na Ref. [34] foi mostrado que a produção
e o fluxo de entropia de Wigner permanece bem comportada mesmo no limite
de temperatura zero, funcionando portanto como um quantificador fidedigno de
irreversibilidade mesmo a temperatura zero.

Os resultados da Ref. [34] dizem respeito somente a estados Gaussianos,
para os quais a função de Wigner é positiva. Este não é o caso dos modelos
propostos na Sec. 2.1. No entanto, podemos driblar este problema trabalhando
com a função de Husimi-Q, que é sempre positiva. A entropia da função de
Husimi, conhecida no meio de informação quântica como entropia de Wehrl [44],
representa um coarse-graining da entropia de Wigner. Mesmo assim, resultados
recentes do grupo do Prof. Landi mostram que a produção de entropia de Wehrl
funciona como um limite inferior para a produção de entropia de von Neumann.

2.3 Quantum speed limits
O conceito de quantum speed limits se refere ao menor tempo de evolução

possível entre dois estados quânticos arbitrários. Desde os primórdios da mecânica
quântica este conceito vem sendo relacionado com o princípio da incerteza energia-
tempo. No entanto, recentemente, os Profs. Lucas Céleri, Diogo Soares-Pinto
e Gerardo Adesso, todos colaboradores do Prof. Landi, desenvolveram uma
abordagem geométrica para este problema [36] relacionado com a ideia de métrica
no espaço de Liouville das matrizes densidade (o conceito de métrica no caso
de sistemas quânticos não é único, havendo uma família infinita de métricas,
dentre as quais as mais conhecidas são as métricas de Fisher e Wigner-Yanase).
Nesta abordagem define-se uma geodésica como a menor distância (no espaço
de matrizes densidade) entre dois estados quânticos. Dessa forma, é possível
relacionar o menor tempo de evolução com a evolução sobre uma geodésica. Vale

5



mencionar também que a geodésica entre um estado qualquer e o estado de
equilíbrio térmico funciona como um limite inferior para a entropia que deve ser
produzida durante a relaxação do sistema, como mostrado em [45].

2.4 Dinâmica de Lindblad
Neste projeto propomos o estudo de transições de fase dissipativas utilizando

a equação mestra de Lindblad como ferramenta fundamental. Esta equação
certamente não é a mais geral para descrever tais fenômenos. No entanto, ela é
definitivamente a mais amplamente utilizada no estudo de sistemas quânticos
abertos. Acreditamos que seja importante familiarizar o estudante com conceitos
cuja aplicabilidade se estenda além do projeto de pesquisa e, por tal motivo,
optamos em focar na dinâmica de Lindblad.

3 Objetivos do projeto
O objetivo central deste projeto é estudar analiticamente e/ou numericamente

os aspectos dinâmicos de transições de fase dissipativas, no contexto dos modelos
descritos na Sec. 2.1. Além disso, ele buscará relacionar estes aspectos dinâmicos
com o conceito de produção de entropia e quantum speed limits. Para tal, é
sugerido que o estudante siga as seguintes diretrizes gerais:

(a) Estudo analítico do estado estacionário

O estado estacionário de ambos os modelos pode ser obtido analiticamente e
constitui o primeiro passo antes de se buscar compreender os aspectos dinâmicos.
As soluções analíticas estão descritas em detalhes nas Refs. [19, 23, 33], que o
estudante deverá reproduzir em detalhes. Vale mencionar que esta etapa do
processo já foi iniciada durante um período de iniciação científica que o estudante
realizou junto com o Prof. Landi.

(b) Análise numérica da dinâmica de relaxação

A dinâmica dos modelos propostos, muito provavelmente não pode ser resol-
vida analiticamente, salvo certos casos particulares. Portanto, o aluno deverá
abordar o problema de forma numérica, buscando inicialmente qual o forma-
lismo matemático mais apropriado para simular os modelos propostos. Entre as
possibilidades, mencionamos a simulação da equação mestra (1), da equação de
Fokker-Planck quântica associada ou através do método de hierarquias [46].

(c) Desenvolvimento da teoria de produção de entropia de Wehrl

Em seguida o estudante deverá reproduzir, utilizando a função de Husimi
Q, os resultados do Prof. Landi para a produção de entropia no espaço de fase.
Os cálculos são bastante análogos e não tomarão um tempo significativo do
estudante. No entanto, são interessantes pois servirão para introduzir o estudante
ao conceito de irreversibilidade e produção de entropia.
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(d) Estudo da dinâmica entrópica do processo de relaxação

Uma vez que o estudante já tenha desenvolvido os algoritmos para simular
numericamente o processo de relaxação, torna-se natural calcular também a
evolução da entropia, da produção de entropia e do fluxo de entropia, durante
este processo.

(e) Estudar o fenômeno de critical slowing down e relacionar com a
ideia de quantum speed limit

Finalmente, o estudante deverá usar os resultados dinâmicas para investigar
a existência ou não do fenômeno de critical slowing down. Neste aspecto, é
interessante que o estudante esteja se envolvendo com dois modelos que tem
transições de fase distintas (uma descontínua e outra contínua), permitindo
assim a comparação entre a dinâmica de ambos. O resultado final da dissertação
seria buscar relacionar esta ideia com o conceito de quantum speed limit.

Abaixo listamos o cronograma para o desenvolvimento das atividades (a)-(e)
descritas acima, divididas semestralmente.

• 2018-1: disciplinas da pós graduação; tópicos (a) e (b).

• 2018-2: disciplinas da pós graduação; término dos tópicos (a) e (b); início
do tópico (c)

• 2019-1: tópicos (c) e (d).

• 2019-2: término do tópico (d); tópico (e) e escrita da dissertação.

4 Inserção do projeto no âmbito mais geral de
criticalidade dinâmica no espaço de fase quân-
tico

O projeto aqui proposto se insere em um âmbito mais geral de pesquisa
atualmente sendo realizado em colaboração com diversos grupos do Brasil e
do exterior. Estes projetos tem como objetivo entender aspectos dinâmicos de
transições de fase e criticalidade utilizando ferramentas da informação quântica
e termodinâmica quântica, em particular conceitos relacionados ao espaço de
fase quântico. Entre os colaboradores no Brasil mencionamos os professores
Fernando Semião e André Timpanaro da UFABC, o Prof. Diogo Soares-Pinto
do IFSC-USP e o Prof. Lucas Céleri da UFG. No exterior, mencionamos a
colaboração com o Prof. Mauro Paternostro e o Dr. Ricardo Pueblas da Queen’s
University em Belfast (projeto FAPESP 2017/50304-7), o Prof. Gerardo Adesso
da University of Nottingham (projeto FAPESP 2017/07973-5) e os Profs. Dragi
Karevski e Malte Henkel da Université de Lorraine (Projeto USP-COFECUB).
Mencionamos também uma colaboração com o grupo do Prof. Pasquale Calabrese
e Andrea Gambasi, do International School for Advanced Studies (SISSA) em
Trieste. Vale mencionar também que o Dr. Ricardo Pueblas é o autor principal
do primeiro modelo de Rabi crítico [37] que formará parte do estudo desta
dissertação.

Entre os projetos atualmente em andamento com estes colaboradores menci-
onamos
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• Uso de medidas entrópicas no espaço de fase para o estudo da transição
caótica no modelo de Kicked Top.

• Dinâmica de sistemas Gaussianos sujeitos à vínculos no espaço de fase.

• Caos quântico no oscilador de Duffing dissipativo.

• Dinâmica de átomos bosônicos em redes óticas sujeitos a interações de
longo alcance.

• Dinâmica de Lindblad do modelo esférico quântico.

Todos estes projetos estão atualmente em andamento e lidam com o mesmo tipo
de temática do projeto aqui proposto.

5 Conclusões e perspectivas
Em resumo, propomos neste projeto um estudo teórico e computacional dos

aspectos dinâmicos de transições de fase dissipativas. O projeto visa relacionar
este tema com a ideia de produção de entropia, que vem surgindo como um
destaque na produção científica do Prof. Landi e também com o conceito de
quantum speed limit, que recentemente foi destaque de grupos nacionais.

Este projeto versa sobre um assunto de relevância para a pesquisa atual
em física quântica, o que pode ser evidenciado pelo número considerável de
publicações recentes na área em revistas de alto impacto. O objetivo, ao propor
este projeto, foi buscar um balanço entre a especialização num tópico de pesquisa
específico e a formação geral do estudante. Ao nosso entender, as técnicas
e os conceitos que serão utilizadas neste projeto também possuem aplicações
em outras áreas da física, como física da matéria condensada, ótica quântica
e informação quântica. A colaboração ativa com pesquisadores estrangeiros,
especialistas nestas áreas do conhecimento, será também de grande valia para
a formação do estudante. Finalmente, os objetivos propostos, se realizados de
forma apropriada, podem resultar em um ou dois trabalhos científicos em revistas
de prestígio na área, número este que consideramos razoável para um projeto de
mestrado.
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