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Plano do seminario

Introducao

e Localizacao
o Desordem deterministica

Relacdo entre potencial desordenado e hopping desordenado

Criticalidade em cadeias quanticas

Relacdo entre flutuacdes geométricas e propriedades de
transporte
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Sistema paradigmatico

e Modelo tight-binding:

L
Z (c Cry1+ c,+1c,> +V Z n, n,= C,Tc, J

r=1

@ Sistema n3o interagente: estados de uma dnica particula

@ Diagonalizado por uma transformada de Fourier,

H= ZEknlnk + constante, Ex = —2tcos(ka),
k

com autoestados estendidos,
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Localizacao de Anderson

Anderson, Phys. Rev. 109, 1492 (1958)

Em sistemas 1D isolados, estados de uma dnica particula (n3o
interagentes) sob um potencial aleatério {V;} sdo localizados. Na
auséncia de banho térmico, ndo ha difusdo. Ergodicidade e ETH
ndo funcionam.

L L
H=—t (CerJrl—{—CL_lCr) + Z V.n,, n,zcjc,
=1 r=1

r= =

Figura retirada de Billy et al., Nature 453, 891 (2008). ;) p
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Como quantificar a localizacao

@ A funcdo de onda de um estado espacialmente localizado é
concentrada sobre poucos sitios. Em geral vale

W ~exp(=|r—rl/S),

mas ha casos de localizacdo anémala (ver adiante).

@ Uma forma de quantificar isso através de um (nico nimero é
a razdo inversa de participacdo de um estado k,

Pk EZ|Wr|4a
r

em que supomos a normalizacdo das funcdes de onda. A IPR
é de ordem 1 para um estado localizado e de ordem 1/L para
um estado estendido em uma cadeia de comprimento L.
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Quebrando a simetria de translacao

@ Aleatoriedade: pardmetros escolhidos (independentemente) a
partir de uma distribuicdo de probabilidades P (V,).

e Aperiodicidade deterministica (quase-cristais)
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Analogos 1D de quase-cristais

@ Incomensurabilidade: introduzida no modelo de Aubry-André,
V, =2A cos(2nrb),

com b irracional, em geral escolhido como a razao aurea
o= (1+5)/2.

o O sistema é autodual para |t| =A. Se |t| < A (|t] > 4) todos

os estados s3o localizados (estendidos).
e O espectro de energia tem natureza fractal.
@ Os comportamentos do modelo de Anderson e do modelo de

Aubry-André sugerem que a localizacdo, caso exista, esta
associada a desordem (modulacdo) suficientemente forte.
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Analogos 1D de quase-cristais

Inclinacao 6:

1+5

tanf = @ = >

@ A sequéncia de distancias projetadas é a mesma definida pela
regra de substituicdo (ou inflacdo)
a— ab

Fibonacci : { abaababaabaab. ..
b— a

@ Permite construir uma sequéncia aperidodica de parametros
Va (S] Vb.
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Analogos 1D de quase-cristais

Espectro de Fourier da sequéncia de Fibonacci (a=0, b=1)
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Limite de modulacdo (desordem) forte

SCSCO0O00000600006006999

@ Vamos supor V, =0 e V}, > |t|. Nesse caso é possivel
calcular o espectro aproximado de energias perturbativamente.

@ Primeiro ignoramos os hoppings:

@ Ha duas energias possiveis, E=0e E = V,. Um célculo
perturbativo até terceira ordem mostra que reintroduzir os
hoppings produz correcdes a esses niveis associadas a
hamiltonianos efetivos representados pictoricamente abaixo:

—00—0—0 00— 6¢6—6¢—=¢

ST
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Limite de modulacdo (desordem) forte

—00—0—00—60C¢—¢—¢
@ Especificamente, desprezando pequenos termos de potencial,
. L
H= Z t, (c:c,ﬂ + CL_IC,) + constante.
r=1

@ Para os niveis E =0, vale

#2
ta = Vb e tb =t
@ Para os niveis E = V), vale
t3 t2
ta = 7[32 tb = Vb

@ Em ambos os casos, os hoppings distribuem-se de acordo com
a sequéncia de Fibonacci. SH
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Limite de modulacdo (desordem) forte

Comparacao entre o espectro exato e o espectro do hamiltoniano
efetivo para os estados de mais baixa energia no caso t/V}, = 1/10.

1
L-0.18F o 1
| -02F . |
Q 022 .
= 05 ¢ 1 .
s -0.24[ .
A L L 4 4
g 0.260 | \ \ =
S L 0.25 0.3 0.35 i
" 0
,« — —
K
- Hamiltoniano efetivo, L = 377
- Potencial aperiédico, L = 610
-0.5 L L L L
~0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ISP

kIL
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Desordem nos hoppings

L
H = Z tr (Cr, Cr+1+ CrIleCr)?
r=1

e O sistema exibe simetria particula-buraco. Um autoestado
W) =Y, v, |r) satisfaz

traWr—1 +trWrp1 = Elljry
de modo que |V') =Y, (—1)"y,|r) é também autoestado,

com E' = —E.

e Eggarter e Riedinger (1978): todos os estados s3o localizados
se os hoppings sdo aleatérios, mas o estado no centro da
banda (com energia nula) exibe localizacdo anémala,

|r—ro|

Y, ~ exp A
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Criticalidade: mapeamento na cadeia XX

L
H = Z tr (Cr, Cr+1+ CrIleCr)?
r=1

@ A transformacdo de Jordan-Wigner,

r—1 r—1
S, =exp (—iﬂ? Z C,T,c,,) Cr, ST =clexp (iTL' Z cicn> ,
n=1

n=1
produz o hamiltoniano da cadeia XX de spin %

L
H=Y J.(551+5'S)), Jy =2t,.
r=1

@ O estado fundamental da cadeia XX corresponde a ocupacdo

de todos os niveis de férmions com energia negativa, ou seja,
abaixo do centro da banda.

e Logo, as propriedades de localizacdo da cadeia tight-binding
estdo relacionadas ao estado fundamental da cadeia XX. UST
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L
H=JY (SS5a+S/Sh),  I>0 J
j=1

AN

@ O estado de Néel (--- t{tI1) ---) ndo é um autoestado;
S =Sy = |5, 5| = —is5 #153,

@ O estado fundamental é um singleto critico (L par)
Spin total: S=51+5+---+5p; 5%|Wp) =0

(=1)"
<qusjp-ci-r>oN Mo ' E1—E =0
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Acoplamentos alternados: dimerizacao forcada

JJ-:J[1+6(—1)J}>0, 0<A<1 J

o e e I
B D T — Y 0) = 75 (M) = 111))

@ Estado fundamental n3o critico

o Gap de energia para os primeiros estados excitados
(estendidos):
AE ~8]Y, v=1,

o Correlacdes no estado fundamental: j~§j+,>0 ~exp(—r/§).
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Dimerizacao média torna a cadeia XX nao critica

L
H=Y J,(S5S5+S'SY)
r=1

@ Introduzindo a transformacao

2n
X _ X y _ Yy cy
Ol = 111 (257), i1 = 453 S5 1,
J:
2n+1
X _ X y _ Y Y
Tontd = H (2579, Tant3 = 45541920425
j=1

a cadeia XX é mapeada em duas cadeias de Ising quanticas,

1 X
H = 4;(J2n7:2 T, +3 Tty +3)

1
+4;(J2n16§n 1051+ 5n0) s )
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Dimerizacao média torna a cadeia XX nao critica

1

4;(J2n7 2 +3 +J2n+172 +3>
1 X

+4Zn;<-/2n162 0,5, Jr17L-/2n 2+l )

e Para a cadeia de Ising quantica, Pfeuty (1979) mostrou que a
condicdo para a criticalidade (a inexisténcia de um gap de
energia para os primeiros estados excitados) é que as médias
geométricas dos acoplamentos e dos campos transversos
sejam idénticas. No nosso contexto, isso equivale a

Jon
InIJ2” :I;[J2n+1 = Zln 32:1 =0]

@ Vamos nos concentrar em distribuicdes de acoplamentos que
satisfazem essa condic3o.

ST
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Modulac3do fraca: o critério de Harris—Luck

Harris, J. Phys. C 7, 1671 (1974); Luck, EPL 24, 359 (1993)

@ Para a cadeia de Ising quantica, comparam-se as flutuacdes
quanticas com as flutuacGes geométricas induzidas por quebra
de simetria de translacdo .

e No contexto da cadeia XX, flutuacdes de €, = In(Jony1/J2n).

@ Supondo que essas flutuacdes variem com o tamanho L do
sistema segundo

G~ L?,
com um certo expoente de flutuacdo w, a modulacdo sera
perturbativamente relevante se

w>max{o,1—(dv)*1}:o (d=1,v=1).

o Para aleatoriedade, @ = %: desordem fraca é relevante.

@ Para aperiodicidade deterministica, @ depende da regra de
substituicao, e pode ser variado independentemente da
modulacdo r=1—J,/Jp.
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Flutuacoes geométricas em sequéncias aperiodicas

Acoplamentos de Fibonacci

e Na cadeia XX, as flutuacdes sdo as de €, = In(Jon+1/J2n),
relacionadas aos pares de letras consecutivas:

GL= | N (L) — nL ],
()

com N,p (L) o niimero de pares ab em L letras e n_,’ a fragdo
de pares ab na sequéncia infinita.
4: L B A
— todos os tamanhos
O tamanhos naturais
3p |-
®— 0"

Aperiodicidade marginal
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Flutuacoes geométricas em sequéncias aperiodicas

Acoplamentos de Rudin—Shapiro

@ Sequéncia de Rudin—Shapiro

aa — aaab
ab — aaba
ba — bbab
bb — bbba

= aaabaabaaaabbbabaaabaababbbaaabaaaaba

— todos os tamanhos
O tamanhos naturais
-2

Aperiodicidade relevante

10-1 Ll Ll Ll Lol Lo
10° 10' 10° 10° 10 10° () P
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Modulac3do forte: acoplamentos de Fibonacci

APV, PRL 94, 077201 (2005); PRB 71, 134408(2005)

@ Estamos interessados no estado fundamental: queremos
reduzir a escala de energia.
@ Acoplamento efetivo produzido por teoria de perturbacio:

VA
ANy,
It ~ J
Sz\ 7 ’S
@ Acoplamentos J, e J, (de comprimento /), p = J,/Jp < 1:
J3 J?
Jo=22 J,=22 AE~J
a J%’ b ij b

@ lterar n vezes revela excitacGes sem gap quando L — oo:

AE, ~ 0% £(p)~—2Inp/Ing. CSF
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Condutividade do estado E = 0 da cadeia tight-binding

Sequéncia de Fibonacci

@ Mapeando de volta para a cadeia tight-binding, mostra-se que
a condutividade g (L) do estado no centro da banda é
determinada pelo hopping efetivo entre os extremos da cadeia:

Z‘E ~ titsts---tp oty

=g hbbrtioot g e
et (1-8)? T hotats -t (L fmpar)

101777, =1/10
k| I, =410
1077 _jtano
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Nimero de participacao na cadeia tight-binding

Sequéncia de Fibonacci

@ Com base na raz3do inversa de participacdo dos L estados,
podemos calcular o niimero de participacdo médio:

-1 &
P= Y Pt =Y
k=1 r

10°F — — —

l//,(")r.

sl lood /g =810 | -
Q4 25 00 A N
1078 oo, =4n0

Flo—od /J, =2/10

[ d RN

5| |aad s, =110

107E| .y =1/100
C a’ B S

Fl-- P~1L

S
/
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Modulacao forte: flutuacdes geométricas relevantes

APV, PRL 94, 077201 (2005); PRB 71, 134408(2005)

@ Para acoplamentos (hoppings) escolhidos a partir de regras de
substituicdo com @ > 0 (perturbativamente relevantes), como
na sequéncia de Rudin—Shapiro (para a qual @ = %)
mostra-se que, na cadeia XX,

AE, ~exp(—cl?).

@ Relembrando, o caso de Fibonacci (@ = 0) é descrito por

AE, ~ 0,5 £(p)~—2Inp/Ing.
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Condutividade do estado E = 0 da cadeia tight-binding

Sequéncia de Rudin—Shapiro

@ Mapeando de volta para a cadeia tight-binding, mostra-se que
a condutividade g (L) do estado no centro da banda é
determinada pelo hopping efetivo entre os extremos da cadeia:

[ . tifstse-ti oty )
g(l)y=—="— 5, t=-————— (L impar).
(1_1_%) totate -t 1
L= 7,=1s -

L\ Jpd,=2I5 o

—Ing(L)
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Nimero de participacao na cadeia tight-binding

Sequéncia de Rudin—Shapiro

@ Com base na razdo inversa de participacdo dos L estados,
podemos calcular o niimero de participacdo médio:

_ 1 L 4
P=32 Pl Pk=) Wﬁk)‘ .

| [0 /7, =810
Fload /7,=4110
F oo 11,=2110
5] [aad [, =110
107F| - p-1L

07
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Conclusoes

o Cadeias tight-binding com potencial aperiédico podem ser
aproximadamente mapeadas em cadeias com hoppings
aperiddicos.

@ Andlise do caso de hoppings aperiddicos é facilitada pela
equivaléncia com a cadeia XX.

@ Desde que nao haja dimerizacdo média, as propriedades de
localizac3o no caso de hoppings aperiddicos relacionam-se ao
expoente de flutuacdo geométrica @ dos pares de letras na
sequéncia aperiddica:

e se w <0, os estados sao majoritariamente estendidos;

e se w =0, os estados sdo majoritariamente criticos;

e se ® > 0, os estados sdo localizados (mesmo que
anomalamente).
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Interacting fermions in 1D and the quantum XXZ chain

'M>

H= tJ<CTCJ+1+ Cit1Gi ) Zan+ZU ”J+1*%)

j=1

Mapping fermions to spins via the Jordan—-Wigner transformation:

Jj=1 Jj=1

André P. Vieira Cadeias quanticas aperiédicas



Deterministic aperiodicity

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

@ Large family of substitution rules with @ = 0 and no average
dimerization (Jj_1 = Jj).

@ Representative example:

aa — aabaababba
ab — aabaab
ba — abbaaaabba

@ Harris—Luck criterion predicts weak modulation to be
irrelevant; confirmed by bosonization approach.

@ What about strong modulation?
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Deterministic aperiodicity

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

@ For strong modulation, SDRG can be used.

1 25 28 31 38

00+ OO = = O+ Do) = + OreeOmme) = = O+ OO = + O =+ 0 =+ O =+ OO = + O = + O =+ OreeO O+ OO + O + D) = + O # + OO + OO = + O =+ O = O

’ ..... H_x\ Ji,=1(L0)Jr
1!

1r=03(D0)Ar,

Which are now the ‘strongest’ bonds?
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Deterministic aperiodicity

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

@ For strong modulation, SDRG can be used.

1 25 28 31 38

00+ OO = = O + Do) = + OreeOmme) = = O+ OO = + O =+ 0 = # O = + OO = + O = + O =+ OremeO = =01+ OO + O + D) =+ O+ + OO + OO = + O = = O = O

@ Applying SDRG in the noninteracting XX limit (A =0), an
effective uniform chain is produced — both weak and strong
modulation are irrelevant.

@ This is confirmed by free-fermion calculations for large
systems, with L ~ 10° sites.
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Emergent dimerization

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

@ In the interacting Heisenberg limit, SDRG vyields
1 25 28 31 38

One Om = OO = O+ OO = OO = O = # O OmeO = 2 O 22 O = O = 2 OO = O 2 0 = 2 O = O 2 O 2 O 2 O 2O = 2 ) = # Qe OemeO = = O = O = 2 O

9 13 19 28 35 41 51 57 67 77
O SO e o OO o e Qi N O/ O/
5 116 25 31 38 47 54 63 73 80
28 38 112 121 138 148 206 216

o Alternating weak and strong effective couplings: emergent

dimerization.
@ Strong couplings are all equal to each other; weak couplings

form an aperiodic sequence with wandering exponent @ = %

ST
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Emergent dimerization

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

@ In the interacting Heisenberg limit, SDRG vyields
1 25 28 31 38

One Om = OO = O+ OO = OO = O = # O OmeO = 2 O 22 O = O = 2 OO = O 2 0 = 2 O = O 2 O 2 O 2 O 2O = 2 ) = # Qe OemeO = = O = O = 2 O

9 13 19 28 35 41 51 57 67 77
O SO e o OO o e Qi N O/ O/
5 116 25 31 38 47 54 63 73 80
28 38 112 121 138 148 206 216

@ Low-energy effective Hamiltonian:

02 0/2-1
H = Jstrong Y, Soj-1- Soj + 52+ S2j41.
= =1
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Emergent dimerization

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

o Low-energy effective Hamiltonian in the Heisenberg limit:

_ . £/2 . . ¢/2-1 L.
H= Jstrong Z 52_[71 : S2j + J_iszf ’ 52J'+1'
j=1 j=1

o If .71 =0, the ground state and the lowest-lying excitations are

[Wo) =[5)12®15)34@(5)56@ - ®15), 1,

;%) = <® |5>2i1,2i> ®[t:5%)9j 125

i#j
in which |s),;_; 5; is a singlet state between effective spins at
2j—1 and 2j, while [t;5%),; ; 5; is one of the triplet states.
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Emergent dimerization and localization

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

e For jJ = 0, perturbation theory yields an effective Hamiltonian
for the lowest-energy many-body band, describing the hopping
of the “triplons” over the dimers:

~ 16/271 L . . .
Ficsiplon = =7 Y. Jj (U S%) G+ LiS%| 41+ 1:5%) (j: 57)).
j=1

o Are single triplons localized? Participation ratio shows that
they are. This remains true for 2-triplon excitations, whose
effective Hamiltonian is more complicated.

L . 4
Participation ratio for state kK = Z}l//kd-‘
J
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Emergent dimerization and localization

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

Inverse participation ratio of 1- and 2-triplon states vanishes for
infinite system size — localization

10'E T T AR
o ]
B °
% r [¢)
= 102:— o < a 4
H L &

2 o o
© F ° .
o

% [ 3
Q3 . o = |
8 10 e 1-triplon states 1
o F | O 2triplon states, S'=0 o
S [ | © 2-triplonstates, S'=+1 o
c L 2-triplon states, S’ = +2

-4 A M| L

10
10° 3 * o

10 10 !
Number of states (related to system size)
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Numerical checks

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

DMRG results for the energy gap

o2sfF ~ T g

0 0.2+ T - £ .
10 L o E [ooL=42 |73
0.15F -~ 47 |e-eL=86 |1
ol 1 T ]
. L L L L ®-n = -1

) 0 2x10™ ax10* 6x10* 8x10* |o—o [ =754
1 _
10 ¢ 1/L e[ =1552|7
. s [=3194] 3
A-A] =6574]

~—A -
e ?/
L L

1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
r=1-J9®" USE
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Numerical checks

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

DMRG, gap rescaled by SDRG prediction (ro ~0.13,z~1, v ~2)

103§""""I b B B TR

F 3 T
0_10°F 1= [v=oL=178 |+
10 E 1 |e-mL=366 |13
L 13 |eoL=754 |]
10§ DEOen ot §L<11] *-o [ =1552] 1
N 1w s =3194] 1

1 Ol o v ovud v vvnd vl o o] N a-a] =6574

100 Syl
10 E ™02 10" 10° 10" 10> 10° 10

AE!JP(1-r)*

L | L |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 ISP
r=1_J9 0
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Cartoon of the phase diagram

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

Luttinger liquid: extended; aperiodic dimer: localized at least at

low energies
A »
1 c
< Aperiodic
Dimer
g
é”
£ A
z Luttinger Liquid
8
3
k= ,
0 Modulation strength r 1
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Conclusions

Emergent dimerization: Novel mechanism for inducing a
localized gapped phase in interacting quantum many-body
systems.

Single-particle eigenstates are extended even for very strong
disorder; many-body low-energy states are localized for
sufficiently strong disorder and sufficiently strong interactions.
Transition can be studied, and critical exponents obtained.
The transition is driven by both strong interactions and
disorder modulation.

In the fermion context, this is a metal-insulator transition very
distinct from both the Mott and the Anderson transitions,
exhibiting a spectral gap but no charge order.

Perspectives: Thorough numerical check for 0 < A < 1;
numerical investigations of the dynamics close to the
transition; high-temperature behavior and connection to
many-body localization. N
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FFT results
Perturbatively relevant bonds

0 10—6; /M
10 | e |
6) —EIE o § =
=~ 10 [ b
6 ﬂ 3
10 ~ 1.138
W Y(Q) ~ |0
s 10—10 ’_/M ] _%
10 O v v vvd vl
100 10" 100 100 10" 10

vl

(Qm)-1
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FFT results
Perturbatively irrelevant bonds

10" T T T
7

L Iog )

E e 3

g Jos 3
— d — J
// ?
E /O, El j

F 4 3

E 0 ]
— D/ — J
~ | | | _E

10° 10 10 10°

1/N )
10 N
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Geometrical fluctuations

Perturbatively irrelevant bonds

1005_ ________________________________________________________________
> e
10'F Vo
Q107F
,3_ — all lengths |
10 é_ O nalurulélenglhs ii
[ -- Nt i
A
-4 Lol Ll Ll L s
10
10” 10' 10° 10’ 10"

André P. Vieira

N

Cadeias quénticas aperiédicas




Geometrical fluctuations
Fibonacci bonds
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Numerical checks

Perturbatively irrelevant bond sequences: APV and Hoyos, PRB 98 104203 (2018)

QMC calculations with J,/J, =1/10
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