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Lista de exercicios 5 - 2018 (entrega em 21/01/2019)

1. Estados de borda no modelo de Haldane

Em aula, montamos o Hamiltoniano do modelo de
Haldane infinito (sem bordas) usando método de tight-
binding. No entanto, essa abordagem nao mostra os
estados de borda que aparecem no regime topoldgico.
O objetivo deste exercicio (na verdade, um pequeno
projeto) é construir e diagonalizar o Hamiltoniano de
Haldane com duas bordas.

Para isso, vamos considerar uma rede hexagonal in-
finita na dire¢ao x mas com condi¢oes de contorno aber-
tas (sistema finito) na dire¢do y, como mostra a figura.
No caso, escolhemos bordas do tipo “arm-chair” (uma
outra escolha possivel seriam bordas to tipo zig-zag).

A construcdo do Hamiltoniano serd parecida com
o que fizemos com o método de tight-binding. A di-
ferenga aqui é que a célula unitaria é uma “faixa ver-
tical” com 4N, + 2 dtomos na base (onde N, conta
o nimero de hexdgonos da célula), mostrada na figura
pelo retangulo em vermelho. Desta forma, a base do
nosso sistema serao 4N, + 2 funcoes de Bloch do tipo:

W) = Y g o - R
R”a‘

com n, variando entre 1 e 4N, +2. Logo, o Hamiltoni-
ano resultante serd uma matriz (4N, + 2) x (4N, + 2),
cujos elementos dependem de ¢, o momento cristalino
na dire¢ao z. J& R,,, é o vetor de translacao na dire-
¢ado z: R, = ny(3a) onde a é a distancia entre dois
atomos primeiros vizinhos e n, é um inteiro (comece

mostrando que a distancia horizontal entre duas células
vizinhas é 3a para se convencer).

(a) Escreva (no papel!) os elementos de matriz do mo-
delo de Haldane nessa formulagao. Os parametros
sdo aqueles que vimos em sala: (i) a energia (corri-
gida) do sitio (+M para uma sub-rede e —M para a
outra sub-rede), (ii) integrais de transferéncia entre
primeiros (¢1) e segundos vizinhos (t2e™*?). Note
que o sinal da fase ¢ depende da diregdo (quirali-
dade) e essas diregoes sdo opostas para dtomos em
subredes diferentes (vide figura).

O objetivo aqui é montar os elementos de matriz
Hny% (¢2) (j& normalizado pelo ndmero de sitios)

com n, e n,, variando entre 1 e (4N, + 2).

Dicas:

(i) No geral, como no grafeno, cada sitio tem
trés primeiros vizinhos e seis segundos vizi-
nhos. A excegdo sdo os sitios das bordas
(ny =1,2,3,4eny =4N, —1,4N,, AN, + 1
e 4N, + 2) que sdo especiais pois nao terao
alguns vizinhos.

Para ficar mais facil de ver a “regra” para cal-

cular os elementos de matriz dados n, e n;ﬁ
enumere os sitios na forma n, = 4m,+j onde
0<my <Nyej=17234. Isso faz com que
sitios com mesmo j tenham os mesmos tipos
de vizinhos. A exce¢ao sao os casos das bor-
das: my = 0 e my = N, (neste dltimo, s6
temos j = 1,2) mencionados acima.

(iii) Nesta notagao, os sitios com j = 1le j =4

sdo de uma subrede (energia “on-site” +M)

e os sitios com j = 2 e j = 3 sao da outra

sub-rede (energia “on-site” —M).

Note que, em todos os casos, havera elemen-
tos de matriz de segundos vizinhos entre sitios
dentro da mesma célula horizontal (n, = nl)
e também entre sitios de células horizontais
vizinhas (n, = n/, £1). No caso de primeiros
vizinhos, apenas os sitios com j = 3,4 tem
primeiros vizinhos em células vizinhas.

(v) Sao esses acoplamentos entre células vizinhas
(ny = nl, £ 1) que levam & dependéncia em

¢z, através de fases do tipo e+ (3@)ex

(b) Dadas as expressoes dos elementos de matriz, faga
um script ou programa na sua linguagem prefe-
rida (Mathematica, Python, Kwant, Fortran, C,
etc.) para diagonalizar o Hamiltoniano. Comece



testando com N, pequeno (por exemplo, N, = 3,
como na figura) e v4 aumentando. Quanto maior o
ntimero V,, melhor. Como resultado vocé obterd
(4N, +2) estados (bandas) E;(g,) para cada valor
de q,.

Na tarefa 21, vocés mostraram que, para t; = 1
e ¢ = m/2, o gap vai a zero para M/ty = +3/3
Escolha um N, alto (exemplo: N, = 10 e calcule
os niveis de energia para ¢, = 0 para esses para-
metros.

Vamos concentrar agora nos parametros em t; = 1,
ty = 0.3 e M = 3t21/3/2 = 0.78. Usando N, = 20,
faga plots das bandas F;(q,) versus ¢, para ¢ =7
e ¢ = w/2. Discuta os resultados com base no que
aprendemos sobre estados de borda em isolantes
topoldgicos durante o curso.

Dica: vocé deve obter um grafico parecido com o

mostrado a sequir:

17 1,031
11 Mi,=3 Sqrt(3)/2

0,5

-0,5 0



