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Objetivos

◮ Apresentar o modelo de Bose-Hubbard
◮ Apresentar um algoritmo de Monte Carlo Quânti
o: Worm.
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oApli
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Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormConsiderações geraisGás de N bósons ultrafrio 
on�nados em uma rede óti
a 2DT ∼ 10−7 − 10−5K
∼ 1015 átomos/
m−3

Blo
h, Phys World 17 (2004)
◮ Tunelamento entre sítios
◮ Interação:Vint(ri , rj ) = 4π~

2am δ3(ri − rj)
◮ A profundidade do poçodepende da intensidade do laserUm algoritmo de MCQ no modelo de BH (4/ 31) IFUSP



Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormA hamiltoniana de BHModelo de Bose-Hubbard
◮ Aproximação de tight-binding
◮ Aproximação de 1a banda
◮ Hamiltoniana de Bose-Hubbard:H = −J∑

〈i ,j〉 b†i bj +
U2 ∑i n̂i (n̂i − 1)− µ

∑i n̂isendo, n̂i o op. número, µ o poten
ial quími
o e
〈i , j〉 indi
a primeiros vizinhosJ = −

∫ d3r w∗(r − di) [− ~
22m∇2 + Vext(r)]w(r − dj)U =

4π~
2am ∫ d3r w∗(r − di)w∗(r − di)w(r − di)w(r − di)Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (5/ 31) IFUSP
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o Diagrama de fases - WormJ , U ←→ Transição de fase

Jaks
h et al., PRL 81, 3108 (1998)Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (6/ 31) IFUSP



Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormA transição de fase SF-MITransição de fase quânti
a → T = 0

Blo
h, Phys World 17 (2004)
Fase super�uida (SF): J ≫ U
Fase isolante de Mott (MI): J ≪ U
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Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormA fase super�uida e a isolante de Mott1. Fase isolante de Mott (J=0)- Regime lo
alizado- Gap de energia- In
ompressível: ∂ni/∂µ = 0- ρ inteiro |ΨMI 〉J=0 ∝ N
∏i=1(b†i )n|0〉2. Fase super�uida (U=0)- Regime deslo
alizado- Não apresenta gap de energia- Compressível- ρ não-inteiro |ΨSF 〉U=0 ∝ ( N
∑i=1 b†i)M

|0〉Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (8/ 31) IFUSP



Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormA fase super�uida e a isolante de MottDiagrama de fases 2D
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Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormMonte Carlo Quânti
o
◮ MC 
lássi
o: utiliza métodos esto
ásti
os para resolversistemas
◮ MC de integral de 
aminho: mapeia um sistema quânti
od-dimensional em um sistema 
lássi
o (d+1)-dimensional
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Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormMonte Carlo de Integral de CaminhoFormalismo de tempo imaginário: t = −iτDes
rição da interação: H = H0 + H1H0|α〉 = Eα|α〉(diagonal) H1|α〉 =
∑

γ Hγα1 |γ〉(não-diagonal)Hγα1 ≡ 〈γ|H1|α〉 Hαα1 = 0Podemos es
rever o operador de densidade ρ̂ = e−βH/Z noformalismo do tempo imaginário naturalmente 
omo um operadorde evolução temporale−βH = e−βH0Tτe− R β0 dτ ′H1(τ ′)sendo, H1(τ) = eτH0H1e−τH0Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (11/ 31) IFUSP
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o Diagrama de fases - WormPortanto, neste formalismo podemos es
revemos a função departição 
omo:Z = Tr e−β(H0+H1) =
∑

α

〈α |e−βH0Tτe− R β0 dτH1(τ)|α〉

=
∑

α

〈

α

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑n=0(−1)n ∫ β0 ∫ τn0 . . .

∫ τ20 dτ1dτ2 . . . dτn ×

× e−βH0H1(τn) . . .H1(τ2)H1(τ1)∣∣∣∣
∣

α

〉

|α〉 = |{ni}〉 ≡ |{n1, n2, . . . }〉 são as possíveis 
on�gurações dosistemaUm algoritmo de MCQ no modelo de BH (12/ 31) IFUSP
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ZBH =

∞
∑n=0 ∫ β0 . . .

∫ τ20 dτ1 . . . dτn ∑

α0α1...αn−1(−1)nHαnαn−11 . . .Hα1α01 ×

× exp{−βEα0 − n−1
∑m=0Eαm(τm+1 − τm)

}

.
om os elementos de matriz sendoHα′α1 (τ) = eτEα′Hα′α1 e−τEα = 〈α′|H1|α〉e−τ(Eα−Eα′).A partir daqui podemos implementar té
ni
as de MC usuais.Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (13/ 31) IFUSP



Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormLembrando que: H1(τ) = eτH0H1e−τH0Es
revemos:Z =
∑

{ni }〈{ni}∣∣∣∣∣e−βH0 − ∫ β0 dτ1e−(β−τ1)H0H1e−(τ1−0)H0+
+

∫ β0 ∫ τ20 dτ1dτ2e−(β−τ2)H0H1e−(τ2−τ1)H0H1e−(τ1−0)H0 + . . .

∣

∣

∣

∣

∣

{ni}〉Z = soma de todas as trajetórias CF possíveis!Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (14/ 31) IFUSP
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Z =

∑

{ni }〈{ni}∣∣∣∣∣e−βH0 − ∫ β0 dτ1e−(β−τ1)H0H1e−(τ1−0)H0+
?

�

� 0β

0
+

∫ β0 ∫ τ20 dτ1dτ2e−(β−τ2)H0H1e−(τ2−τ1)H0H1e−(τ1−0)H0 + . . .

∣

∣

∣

∣

∣

{ni}〉
? ? ?

� 0β τ2 τ1
{ni} {ni}′ {ni}A partir daí é só utilizar me
anismos de MC usuais e estimarobserváveis usando ZUm algoritmo de MCQ no modelo de BH (15/ 31) IFUSP



Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormEspaço de 
on�gurações de CF
◮ t → J
◮ Restrição:apenas CF!
◮ Atualização:kinksNotas de aula de N. Prokof'ev:https://wiki.phys.ethz.
h/quantumsimulations/_media/le
ture_101021.pdf (2010)Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (16/ 31) IFUSP
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o Diagrama de fases - WormApli
ação ao modelo de Bose-HubbardApli
ação: Integral de 
aminho no modelo de Bose-Hubbard
H = −J∑

〈i ,j〉 b†i bj +
U2 ∑i n̂i (n̂i − 1)− µ

∑i n̂iO que nos leva a identi�
ar:H0 =
U2 ∑i n̂i (n̂i − 1)− µ

∑i n̂iH1 = −J∑
〈i ,j〉 b†i bjUm algoritmo de MCQ no modelo de BH (17/ 31) IFUSP
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o Diagrama de fases - WormApli
ação ao modelo de Bose-HubbardObservável ZBH =
∑

ν

WνEm que Wν é o peso estatísti
o de 
ada 
on�guração νO valor médio de partí
ulas no sistema é:
〈N〉 = T d lnZBHdµUm algoritmo de MCQ no modelo de BH (18/ 31) IFUSP
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o Diagrama de fases - WormO algoritmo WormEspaço de 
on�gurações ampliado: Z + GFunção de GreenG (j , τ) =
〈

Tτbi+j(τ0 + τ)b†i (τ0)〉
◮ fração de super�uido
◮ gap da fase Mott
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Objetivos Modelo de BH A transição de Mott Monte Carlo Quânti
o Diagrama de fases - WormO algoritmo WormEspaço de 
on�gurações de CFg

Notas de aula de N. Prokof'ev (idem)Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (20/ 31) IFUSP
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anismos de atualizaçãoMe
anismos de atualização
riação e destruição do verme
movimentação espa
ial à esquerda

movimentação temporal
movimentação espa
ial à direita

Notas de aula de N. Prokof'ev (idem)Um algoritmo de MCQ no modelo de BH (21/ 31) IFUSP
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anismos de atualizaçãoMovimento do Worm
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anismos de atualização
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o Diagrama de fases - WormMe
anismos de atualizaçãoVantagens e desvantagens do Worm
◮ Trabalha no ensemble grande 
an�ni
o
◮ Atualizações lo
ais (mas não sofre de 
riti
al slowing down)
◮ A
umula fa
ilmente estatísti
as para a função de Green
◮ E�
iente em 
riar 
on�gurações topologi
amente diferentes
◮ Não simula a evolução temporal do sistema
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o Diagrama de fases - WormCon
lusões e Perspe
tivas
◮ Apresentamos o modelo de BH e 
ara
terizamos a transição deSF-MI;
◮ Apresentamos um algoritmo de PIMC, o algorítmo Worm;
◮ Comparamos o diagrama de fases da transição 
om um 
ampomédio;
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