PGF5295 - Teoria Quantica de Muitos Corpos em Matéria Condensada

Lista de exercicios 2 - 2s/2015 (entrega em 08/10/2015)

1. Mostre que valem as seguintes relagoes:

[AB,C] = A[B,C]+[AC]B
[AB,C] = A{B,C}—{A,C}B

onde A,B eC operadores na rep. de Schrodinger. Es-
sas relacOes (gerais) sdo muito dteis para derivar equa-
¢oes de movimento para bésons e férmions respectiva-
mente.

2. Revisao de varidveis complexas.
Mostre que:

iy =P () - indle

7]—)00.)—|—Z"I77 w

onde P indica a parte principal de Cauchy (6 —0):
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Sugestao: escreva (w + in)~! como uma integral.
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3. Revisao de Variaveis Complexas II Mostre que
a funcao degrau pode ser representada na forma:
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Sugestao: faga a integral no plano complexo z =
w + b, escolhendo o contorno adequado.

4. Prove que, em um sistema de particulas independen-
tes, vale a propriedade:

(abalawan) = (ala,)(alaw) £ (ala,)(ala.)

onde o sinal + indica operadores bosonicos/fermionicos
respectivamente.

Sugestao: Use o fato que, no caso de particulas in-
dependentes, os auto-estados de muitos corpos podem
ser escritos como produtos de estado de um corpo na
base de nimeros de ocupagao.

5. Regra de Ouro de Fermi

Trataremos do caso de um potencial V(¢) que de-
penda explicitamente do tempo (um campo elétrico os-
cilatério, por exemplo). Potenciais desse tipo, ainda
que fracos, muitas vezes podem mediar transicées en-
tre estados de energia em um sistema. Nesse caso,
uma aproximagao comum € supor que a interagao te-
nha sido “adiabaticamente ligada’no passado distante
(t — —o0).

Considere um Hamiltoniano na forma H = Hy +
V(t) onde Hy é dado por Hy|v) = E,|v) e V(t) = Ve,

sendo V um operador e n uma constante pequena mas
positiva (de modo que V(t = —o0) — 0).

Suponha que Hy tenha dois estados, |i) e |f) e o
sistema esteja inicialmente (t=tg) no estado |i).

(a) Escreva a expressao para o overlap (f|i(t)) entre o
estado |f) e o estado |i(t)) (escrito na representa-
¢ao de Schrodinger) no tempo t > ¢y em termos do
operador de evolucao temporal na Representagao
de Interacao U(t,tg).

Mostre que, em primeira ordem em V e para
tg — —oo:
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Calcule a probabilidade P(t) = |{f|i(t))|* de se en-
contrar o sistema no estado |f) no tempo t.

Mostre que, para  — 0, a taxa de mudanga dessa
probabilidade dP(t)/dt é constante dada por:

Lissy = 20 |{fIV1i)[8(Ef — Ei)

que é a chamada Regra de Ouro de Fermi (Fermi
Golden Rule).

6. Mostre explicitamente que
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7. Fungoes de Green avangadas e retardadas:
Mostre que

Gl (rt,r't') = —if(t — t') (x|e” =)/

GA(rtx't') = it — t)(r|e ) |p")

sdo solucoes independentes da equacao diferencial

{z‘jt — H} Grtr't)=6(xr —1')o(t —t)

Sugestdo: use o fato de que LO(t —t') = §(t —t').



8. Funcgao de Green para elétrons livres

Considere o Hamiltoniano de elétrons livres (com
simetria de translacdo) Hy = Zk,o ekcLack#, onde
€ = kQ/Qme.

(a) Mostre que a funcao de Green “lesser”é dada pela
expressao:

G5 (koyt — ') = iey exq e H )

(b) Mostre que o Teorema de flutuagao e dissipagao
leva a condigao:

G5 (kow) = 2mi np(eg) 6(w — ex)

onde np(w) é a distribuicdo de Fermi-Dirac.

Usando os resultados acima, mostre que
((:Lack,g> =np(eg).

Chegamos assim em um resultado usual (ocupa-
¢ao média do nivel k é dada pela distribuicao de
Fermi-Dirac) via funges de Green.

Por fim, calcule a funcao de Green retardada a tem-
peratura zero Gﬁg, (k,w) para o gés de élétrons
livres com vetor de onda de Fermi k.

Sugestao: use a definigdo da fungao de Green retar-
dada e aplique os operatores ck € c;r{ , diretamente
no estado fundamental.



