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1 Evolucao temporal de um autoestado e a fase
de Berry

Vamos supor que temos um Hamiltoniano H(R) que depende de um conjunto
de pardmetros R = {R;}. A equagdo de Schrodinger é

H(R)|n(R)) = En(R) [n(R)), (1)

onde |n(R)) sdo os autoestados para um valor fixo de R. Os pardmetros po-
dem variar adiabdticamente no tempo, R(t) = {R;(t)}. Dado que a variacdo é
adiabdtica, em cada instante ¢ temos auto—estados [¢,,(t)) ~ |[n[R(t)]), mas em
geral a evolugao temporal introduz uma fase:

n(R)) — [vn(1)) = e D [n[R(t)]) .
Os estados |n[R(t)]) s@o autoestados instantdneos, e estdo normalizados:
(n[R(®)]| n[R(1)]) = 1. (2)
Vamos colocar |1, (t)) na equacdo de Schrodinger dependente do tempo:
d
H(#) [n(t)) = En(t) [¥n(t)) =th [¥n(t))
4 oo 4
=1 S 000) Wi (1)) + it T ol R

e eliminando o fator e~#®)

Ea(t) InlR(0)]) = b S00) RO + i8S In[R() Q
O produto escalar com (n[R(t)]| da
d . d
B 0() = Balt) — ih (nlR()]| 5 IR (@

*Quase verbatim do livro do A. Bernevig, Ref. [1], mas com erros corregidos.



que pode ser integrada entre os tempos t = 0 e t para obter

n/th /dt<[()]|dt, n[R(t)]). (5)

O segundo tem a ver com a variagdo dos pardmetros, e aparece com uma de-
pendéncia explicita da variacao temporal. Este termo é conhecido como a fase
de Berry:

1= =i [t lRO) 5 mlR). (6)

Sabemos que a dependéncia temporal explicita pode ser evitada, dado que
estamos trabalhando no caso adiabatico:

/ at’ m[R)]| L < nlR
0

at (n[ROl 57 In[RED

_ /c dR - (n[R()]| Vr In[R(L)]),

onde consideramos o conjunto de pardmetros como um vetor R, e a integral virou
uma integral de linha no espago de parametros. Este tipo de integrais apare-
cem quando se consideram campos eletromagnéticos em problemas de mecanica
quantica. Por exemplo, estudando o interferémetro de Aharonov—Bohm obte-
mos que a evolugdo temporal involve uma fase[2]

e/Fdr-A(r)

onde 7 é 0 vetor posigao , e a carga do elétron, A(r) é o potencial magnético, e T" é
a trajetoria do elétron no espaco. Fazendo uma analogia com esse caso, podemos
definir um potencial vetor A(R), chamado potencial de Berry, e escrever

o = /C dR- A,(R), (®)
onde
An(R) = —i (n[R()]| VR [n[R(1)]) - 9)
Assim, o estado |1, (t)) é dado por
[thn (1)) = e~ E Jo A B n[R(1)]) (10)

Imediatamente temos que perguntarmos: o qué acontece quando 7, € ima-
gindrio? O estado decai com o tempo? A resposta é que =, sempre é real,
porque A, (R) sempre é real:

Ve (n[R@®)]| n[R(1)]) =0

= (Ven[R(1)]| n[R(D)]) + (n[R(1)]| VRR[R(?))])
= (n[R)]| Ven[R(t)]) = — (n[R(1)]| VRn[R(?)])"
< (n[R(t)]| Vrn[R(t)]) é imagindrio,

= An(R) = —i (n[R(t)]] Vrn[R(t)]) é real.



1.1 A fase de Berry como integral de superficie

Vamos ver o qué acontece quando a trajetéria C é uma curva fechada no espaco
das fases, i.e., quando para o tempo final ¢ temos R(t) = R(0). Suponhamos
que R é tridimensional. Podemos utilizar o teorema de Stokes na integral Eq.
(8), e obter (somando sobre indices repetidos)

" :/z@ dS - Vg x A,(R)
_ z/ dS - Vg x (n[R]| Vrn|R))
()
= — Z/ ds; €ijk [8Rj <’I7,(R)| aRkn(R»]
5(C)
=—1 /z(c) ds; €ijk [<3Rjn(R)‘ aRkn(R)> + <n(R)| 8Rj83kn(R)>] (11>
— / dS; €15 (9r,n(R)| O, n(R))
£(C)

= _Z'/ dS - (Vrn[R]| x |Vgrn[R])
2(C)

:-i/ dS - F(R).
=(C)

onde Y(C) é una superficie subtendida pela curva C. Néte—se que, em analogia
com eletromagnetismo, F = V x A é um tipo de campo magnético (na verdade,
um campo de gauge). Escrevendo-o em termos do tensor de Levi-Civita:

Fi(R) = i1, (Or,n[R]| Or,n[R]) = €5 Fjr(R), (12)

onde o tensor Fjj, é conhecido como a curvatura de Berry.

2 Exemplo: Sistemas de dois Niveis

O Hamiltoniano de tudo sistema de dois niveis é representado com uma matriz
2 x 2, e tuda matriz 2 x 2 pode ser escrita como

(13)

H=e(R)oo+d(R)-o = ( (R)+d-(R)  dy(R) - idy(R))

dz(R)+idy(R) e(R)—d.(R),

onde og = loxa, e d é um vetor (real) de trés dimensoes . O Hamiltoniano pode
ser diagonalizado facilmente:

[H — =(R)oo]® = &*(R)oo, (14)

€ 0S8 autofvalores Sé,O
Ei(R) = £(R) + \/&(R). (15)



Os auto—estados correspondentes sao:

|E_) = [2d(d+d.)] "/ <_Z‘ziildy>, (162)
|Ey) = [2d (d+d.)] "'/ (dfz jijy) : (16b)

independentes de e(R). Vamos nos focar no caso especifico no qual e(R) = 0,
d(R) = hwpR, e R é o momentum k. O Hamiltoniano Eq. (13) vira o modelo
de Férmions de Weyl

HW:h’Ufk~0', (17)

com duas bandas
E.(k) = thup k, (18)

degeneradas apenas no ponto £ = 0. Vamos calcular a fase de Berry de um
elétron que é levado numa curva fechada na zona de Brillouin, ao redor deste
ponto de degenerecencia. Para isso precisamos avaliar dx; |E+ (k)).

As derivadas sam mais simples na representacao esférica k = (k,6,¢). Os
estados (16) podem ser representados como

~[(—e"sin(0/2)
B0 = (i) (192)

22w = () (190)

e temos
|OE—) =0, (20a)
—ig s
19 E-) = _% (e in ?0/(3)/2)> ’ (20b)
e " sin

0,E_) = i ( n 0/ 2)> , (200)

e por tanto
(E_| OvE_) =0, (21a)
(E_| OgE_) =0, (21b)
(E_| 04E_) = —isin®(6/2). (21c)

As componentes do potencial de Berry no sistema esférico sao
Ay (k) =0, (22a)

Ay(k) =0, (22b)

Ay(k) = —sin? (Z) . (22¢)



Finalmente, as tinica componentes do tensor de curvatura sao

sin (6
Foy = —Fy9 = — 2( ) (23)
Em coordenadas cartesianas, o vetor do campo de Berry é (verifiquem)
1k
Fk)=—-=-—. 24
(k) =37 (24

Claramente temos um monopolo no ponto de degenerecencia k = 0. O célculo
da fase de Berry pode ser feito utilizando o teorema de Gauss: se a curva fechada
contém k = 0, a fase de Berry v_ = —2m; no caso contrario, v+ = 0.

O qué acontece com a fase 1.7 O qué nos diz esse andlise sobre a natureza
de um sistema de férmions de Weyl?
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