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O que é um método de Monte Carlo?

Queremos calcular quantidade /.

Para isso, inventamos processo estocastico tal que uma de suas varidveis
aleatérias, X, tem justamente média /:

I =E&(X)
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Exemplo cldssico da matematica: experimento das agulhas de
Georges-Louis Leclerc, Conde de Buffon (1707-1788)

_eL 2N
P=2D 7 "= D
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Método de Monte Carlo na Fisica

Em fisica, em geral (mas n3o necessariamente), o préprio sistema fisico
sugere um processo estocdstico.

Em outras palavras, métodos de Monte Carlo na fisica s3o feitos para
“imitar” o sistema sob estudo.

Podemos pensar em duas grandes classes de métodos de MC na fisica:

@ SimulagBes com muitos corpos (mecanica estatistica, mecanica
quantica de muitos corpos, ...)

@ Foco na interagdo de 1 particula com um meio (fenémenos de
transporte...)
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N
MC Classico

Dado um sistema com configura¢des acessiveis {o;}, uma média envolve
uma soma sobre todas as configuracdes: proibitivo! (2% para Ising 2D.)
Melhor fazer o sistema evoluir aos poucos para a distribuicdo de equilibrio:

{oi} 2 {a7)/

privilegiando configuracdes mais provaveis de acordo com o peso de

Boltzmann:
e—BH({ai})

P} = S—
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A probabilidade de transicao W deve obedecer:
e W({oi} = {0oi}/)>0
° Yoy WH{oi} = {oi}) =1
° > oy PHoih) W{oi} = {oi}) = P({0i}')

Solucdes podem ser:

@ Locais: modificam o estado de um grau de liberdade por vez
(Metropolis, heat-bath, Glauber, ...). Bastante gerais!

@ N3o-locais: modificam regides inteiras do sistema por vez (algoritmos
de cluster). Muito dependentes do sistema!
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O mais cldssico: algoritmo de Metropolis.

1 se E' < E
. H / = ’
Wloir 2 oif) =\ st p sk
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Monte Carlo Quantico - Introducao

H4 védrios métodos sob esse nome. Em geral, aplica-se a qualquer método
de Monte Carlo que ajude a calcular uma média num sistema quantico
(e.g. minimiza¢do em métodos variacionais).

Vamos explorar o método da linha-de-mundo. Lembra a formulagdo da
Mecanica Quantica com as integrais de trajetéria de Feynman.
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Exemplificaremos com modelo concreto: Cadeia de Spin XXZ 1D:
H=J, Z SESEa+SYSYy) + 2> SPSH

com S; 1 = S;1. Veja que S; agora sdo operadores quanticos!
(57,571 = i6 ;€™ Sf

1 sitio: escolhemos como base auto-estados de S%: | 1) e | |)
Definindo: S* = S* +iSY, temos:

SIH =S =0

ST =11
ST =11
L sitios: |o) = |o1,072,...,01), onde o; =1,
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Facil resolver para L = 2 sitios:

Hz sitios) = Jx (S1S5 + S1S3) + J.51S5 =

:f(s Sy +S7SF) + J.5iS5

Soluc3o para 2 sitios:

H2 sttios) <|H>\EH>> N (i * J2X) <\H>\2!H>)

Jz

H(2 sftios)| T7T> = Z| T:T)
Jz

H(2 sftios)‘ ‘L?‘L) = Z| \l/:\L)

Voltando ao problema completo (L sitios), vamos separar o hamiltoniano
em duas partes:

H:ZH2H+1+ZH2n+2 — H1+H2
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Cada parte (H; e H,) é agora uma soma sobre problemas independentes
de 2 sitios:

H1

N NN N N

H2

Queremos, em geral, calcular coisas como a fun¢do de particdo
Z = Tr[ePH] = Tr[e PltHR)]

Para isso, vamos separar o intervalo de “tempo imaginario” 3 em
pequenos passos de tempo AT = 5/m.

Z = Tr[e PH+HR)] = Tr[(e=A(HitHR))m)
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Dai, utilizamos algo conhecido como decomposicdo de Trotter:

z— Tr[(efAT(H1+H2))m] — Tr[(efATHl e*ATH2)m] + O(A’T2)

ATHi introduzimos o operador identidade

1= =l|o)(o|

o

Entre cada fator e~

2= Y Aoile M oom)..(o3]e A |aa) (ga]e AT o)+

01,02,...,02m

+ O(AT?)

Ou seja, Z é dado como uma soma entre trajetdrias possiveis entre um
estado inicial |o1) e um estado final |oomt1) = |o1).

Z= ZQ(W), onde w é uma trajetdria.
w
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mAT=p3—

Tempo imaginario
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|
I
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No nosso modelo XXZ, para calcular os pesos Q(w), vamos nos concentrar
num elemento (o tratamento para Hy e H, é o mesmo):

L)2

_ _ArHC)
(0r1le” 2 o,) = H(Uzi,r+1,02i+1,r+1\e ATH 69y 0204 1.7)
i—1

ou seja, os problemas de 2 corpos dao contribui¢des independentes.
Como ja encontramos o hamiltoniano de 2 corpos na base | 1) e | |), basta
calcular todos os processos permitidos:
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Plaqueta

_

|
/

Tiago Ursulino

Processo Contribuicao para o peso

L0 =141 e AT/

[ =) e ATl/4

[t = [ 1) | —efTE/sinh(AT U, /2)
L) = 1) | —eBTE/ 4 sinh(AT U, /2)
1L =141 eA7Jz/4 cosh( ATy /2)
|14 =14 eA7Jz/4 cosh( ATy /2)
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O problema agora é equivalente ao de um sistema classico.

Classico ‘ Quantico
Configuragdo {o;} Trajetéria w
Peso = P({0i}) Peso = Q(w)
Z=Y ., PUod) | 2=5, aw)

Podemos aplicar portanto, por exemplo, um algoritmo de Metropolis:

O seaw)sam
W(w — w') = {%((VVVV/)) , se Q(W’)<Q(W)
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Um exemplo de algoritmo de update é: sorteia-se uma plaqueta escura no
diagrama, e (se possivel) propde-se o deslocamento da linha vertical
através dela. Aceitamos a nova configuragdo de acordo com a regra de
Metropolis (por exemplo).
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Problema do sinal

Veja que, apesar de algumas plaquetas darem contribuicdo negativa, estas
sempre aparecem aos pares (por causa da condigdo periddica temporal).

(DY =+1

_
i
_
H N
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Problema do sinal - férmions

O problema, porém, persiste para férmions. Exemplo: modelo tipo
tight-binding com hopping entre 2 vizinhos:

H — Hcingtico = *tz Cl+1 + Cl+2) + H.c.

Decomposicao do hamiltoniano:

L/4-1 L/4a—1
H— Hcinético = Hl + H2 = Z (4"""1) + Z 4n+3
n=0

onde:

HO) = —tC,]L(C,'+1/2 + Cit2) — tCL_l(C,'Jrz + Cip3) — tC’-J[+2C,'+3/2 + H.c.
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(0,1,0,1|c}¢3]0,0,1,1) =

— Ol(Gen)(da)E o)
Mas:

(0,0,1,1|¢c}0,1,1,0) =

= (0|(csca)(cfc2)(cSc})[0)
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Poderiamos utilizar uma probabilidade auxiliar:

2(w)|
Pw)= =——~
2w |2w))]
Dai, uma média de um operador ficaria:

2w P(w)sinal(w)O(w)
(0) = > w P(w)sinal(w)

O denominador fica:

> Qw) _ Trle=M]

sinal) = S~ Ta(w)] ~ Trle 7]

Para baixas temperaturas, o estado fundamental domina e:
: —B(Eo—Ey)
(sinal) ~ e™Pt50" %o
Logo, (O) torna-se o quociente de duas quantidades exponencialmente

pequenas!
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Problemas, ineficiéncias e suas solucoes

o Erro de ordem O(A72) da decomposicdo de Trotter
e Solugdo: Limite de tempo continuo, expansdo em série estocdstica
(SSE)
@ Algoritmo de update n3o acessa todas as configuragdes e é
ineficiente.
e Solucdo: Updates nao-locais: loop updates, ...
@ Problema do sinal para férmions, sistemas de spin-1/2 frustrados,
(=) bésons hard-core.
e Solugdo: MCQ com campos auxiliares
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