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O fendomeno de condensacio de Bose-Einstein (CBE) concebido por S.Bose e A.Einstein teve sua primera real-
izagdo experimental em 1995. Avancos experimentais permitem o aprisionamento de CBE em redes éticas, fazendo
que o controle alcancado nesses sistemas seja muito ttil para o estudo de sistema analogos. Contrariamente ao que
ocorre em um cristal, os parametros dessas redes oticas podem ser controlados[l, 2]. Greiner [7] tiveram sucesso
experimental em mostrar uma transi¢do de fase, a partir de uma fase superfluida (SF) até uma conhecida como fase
de Mott (MI). Esta transicao é de caracter quantico, uma vez que é uma transicdo de fase a temperatura de zero.
Uma breve introdugdo ao modelo de Bose-Hubbard é estudada, o qual que consegue explicar a transi¢do de fase.

I. HAMILTONIANA

A hamiltoniana que descreve um gas de N bésons confinados em um potencial externo é
N p2
Ho = Z [2;” + Vm(ri)} + Z Vine(ri 1) (1)
i=1 1,577

onde p; sao os operadores momento de cada péarticula, V,,; o potencial externo e V;,,; é o potencial de interacao
entre as particulas. O potencial de interacao representa a interacao entre dois corpos, e a racao disto sera explicado
depios. Introduzindo os operadores de campo bosoénicos ¥, com relagdes de conmutagao

[(T(r), Ui (r")] = *(r — 1)
podemos reescrever a hamiltoniana

Hy = /dgrdgr'\I/T(T) (—;mvg + Vet (r) + U () Vi (1, TI)‘I’<7'/)) ¥(r)

Vamos estudar as consideragoes que temos que fazer sobre os termos de potencial externo e de interagao.

A. Interagoes

Para chegar ao modelo de Bose-Hubbard, temos que fazer algumas consideragoes. Na condensacao de Bose-
Einstein (com temperaturas da ordem de T «~ 10~7K) os tinicos estados internos relevantes sio os estados hiperfinos
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Figura. I: Representacao de redes 6ticas 2D (a) e 3D (b) geradas pela interferéncia de dois ou treis lasers contrapropagantes
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[3]. Agora, em um gas diluido o alcance das forgas d interatémicas é muito menor que a distancia média entre as
particulas d < n~/3( com n a densidade do gas), e portanto colisdes entre trés ou mais corpos é desprezada. Esta,
é a ragdo para escrever o potencial de intera¢do como de dos corpos na ecuagdo (1). O CBE é feito com bosons,
neste caso com atomos alcalinos (neutros). A interacdo deste tipo de atomos é

a) Repulsiva para separagOes atdmicas pequenas.

b) Atrativa (do tipo Van der Waals) para separagOes atomicas grandes. Esta é gerada pela interagao dipolo-dipolo
elétrica, do tipo funcional —a/r% com r a distancia entre atomos.

O potencial interatomico pode ser caracterizado por um potencial de alcance curto (rg) e fazemos uma expansao
da amplitude de espalhamento f(#) em ondas parciais, a qual depende do dngulo € e do vetor de onda « [5].

Para energias muito baixas (krp < 1) ondas tipo s sdo relevantes no espalhamento, entdo a condigao de gas diluido
podé se reescrever como na® < 1 com a o comprimento de espalhamento.

Nestas condigoes se aproxima o potencial de interacao como

Vine(r,7') = 953(7" —7')

Onde

g =4nh*a/m Vi = g/dST\PT(T)\I’T(T)\IJ(T’)\P(T)

B. Redes 6ticas

O padrao de interferéncia de lasers contrapropagantes gera um potencial peridédico em que atomos neutros podem
ser aprisionados. A periodicidade deste potencial é determinada pelo comprimento de onda A dos lasers e a interagao
do campo elétrico do laser com o momento de dipolo induzido, gera o confinamento dos &dtomos na rede. Entao
mudando os parametros do laser temos control no sistema. Variando a frequéncia do laser podemos atrair ou repelir
cada atomo das regioes de intensidade maxima do laser, e variando a intensidade do laser temos uma profundidade
do potencial 6tico diferente. E comum utilizar frequéncias altas para evitar eventos de espalhamento gerados pela
absorc¢do e emissdo espontineas de fotons [6]. Um exemplo simples é um potencial de rede 6tica

3
Vear = Vo ) _ sin® (ka;)
=1

Onde k = 27/) e com periodicidade \/2. Esquematicamente na Figura. I

II. TIGHT-BINDING E FUNCAO DE WANNIER

A presenca de um potencial peridédico gera um ganho de fase na fungdo de onda, enquanto que o espectro do
sistema livre passa a ter regides proibidas conhecidas como gaps de energia [1]. Entao ¢ necessario impor estas
modificagoes. O hamiltoniano conmuta con T, onde

Taf(r) = f(r+d)
con d o periodo do potencial.
U(r) =U(r +d)
Fazendo uso do teorema de Bloch [1], podemos reescrever
Tatp(r) = v(r +d) = e ()

A funcdo de onda de uma particula em um potencial peridédico ganha uma fase ¢4 ao se deslocar de um sitio uma
distancia d. Consideremos o caso de uma particula com baixa energia ou um poc¢o muito profundo do potencial.
Neste caso esta estard relativamente localizada, e uma solucao do tipo estacionério serd uma boa descricao. No
caso oposto, a particula sera quase-livre e a descrip¢do de ondas planas e boa. O principal problema surge quando



Figura. II: Fungoes de Wannier de sitios vizinhos

ocorre a transicao de fase. Precisamos de uma descricdo que é consistente com os dois resultados. Na aproximacao
de tight-binding, consideramos

= Z eiq'dqﬁ(r
d

Onde ¢(r — d) sao fungoes localizadas no sitio de posigdo d, e a sobreposi¢ao entre fungbes vizinhas é pequena.
A funcdo de Wannier; w,,, definida como a transformada de Fourier das func¢des de Bloch 1),,,(r), e uma fungio
conveniente para trabalhar

1 ,
wy(r —d) = — e My, (r
Onde N é o ntmero de sitios da rede, e essas fungoes tem a propiedade de ser ortonormales
/d3r wi (r — dyw (r —d') = 6pn 05 4

Estas func¢oes, mostradas na Figura. II, sdo ideais para sistemas em que a localiza¢do espacial é importante.

III. A HAMILTONIANA DE BOSE-HUBBARD

Com essas consideragoes, o problema agora é o estudo de um gés ultrafrio de bésons submetidos a um potencial
periddico de rede optica. O estudo do sistema é no regime de baixas temperaturas, a descricao tipo tight-binding é
boa [8]. Agora, expandimos os operadores de campo na base de Wannier

an - Z ”1 \IIT(T):Zw:L(T_di)bnl
n,j

sendo b, ; e bm- os operadores de aniquilagao e criacao de um particula na banda n no sitio i. Fazemos outra
aproximacao: supor que as energias envolvidas na din&mica sao pequenas comparadas com a energia de excitagao
da segunda banda. O hamiltoniano fica

1
H, ZJJ 1 + 5 > Ui jinablbibeby
iy
h2
—/dgr w*(r —d;) [ VZ—I—th( )} w(r —dj)
Uijri=9 / Arw*(r — d)w* (r — dj)w(r — dy)w(r — d;)

Onde J; ; representa o ganho de energia cinética devido ao tunelamento de uma particula do sitio ¢ ao sitio j.
Lembre-se que J; ; = J; j(Veat) (proporcional a intensidade do laser). Por outro lado, U; j x,; representa a iteragao
entre as particulas dos sitios i, 7, k,l. Neste caso consideramos que a interacao interatémica e repulsiva e local,
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Figura. III: Experimento de interferéncia que mostra a transigao de fase. SF — MI [10]

entdo U = U, j r,; # 0. Também temos que a possibilidade de tunelamento das particulas ocorre apenas entre sitios
vizinhos J = J; ; # 0. Por fim obtemos a hamiltoniana de Bose-Hubbard.

U

Ho=—J blb;+ 5 Z bIblbb;
(4,4) i

em que o simbolo (i,j) representa soma de primeiros vizinhos. No ensemble gran canoénico e mais conveniente

escrever a hamiltoniana, uma vez que nem todas as particulas serdo afetados por os lasers de confinamento e entao
o intercambio de particulas nao é desprezavel

H:—JZb;rbj—i—%Zni(ni—l)—uZni (2)
(4,5) i @

IV. TRANSICAO DE FASE

Variando a intensidade do laser, é possivel variar a razdo entre U e J. Assim, podemos induzir una transicao de
fase na hamiltoniana de Bose-Hubbard, equacao 2. Esta transicao é conhecida como transicdo de Mott

e No caso J > U as particulas tunelam facilmente, o sistema estd en un regime deslocalizado e se encontram
na fase denominada superfluida (SF)

e No caso J < U o preco energético por mover uma particula de um sitio a outro é alto. O sistema esta na fase
de isolante de Mott.

Na Figura. IV temos um resultado experimental que mostra a transicao de fase superfluida até a fase isolante de
Mott.

A. Fase Isolante de Mott e Superfluida

No caso extermo J = 0, a energia do sistema pode se escrever em termos da energia por sitio
e(ni) = ni(n; — 1)U/2 — pn;
Quando o nimero de ocupagdo de um sitio do sistema é aumentado de 9, a energia muda para
e(n; +0) =e(n;) +e(6) + Un;d

Esto significa que h4d uma penalidade energética por uma ocupacao maior que uma particula no sitio. O auto estado
pode ser escrito como

N

[Warr)”=% oc JT(61)™ [0)

i



Figura. IV: Fases SF (a) e MI (b).

Para colocar uma particula em um sitio o ganho de energia é (Un; — ) e, para retira-la, é —(U(n; — 1) — u),
entdo variando o potencial quimico, a densidade por sitio ndo muda. Neste caso (J=0) dn;/0u = 0 é chamado
incompressibilidade. A Fase isolante de Mott € caracterizada pela incompressibilidade, e ndo pelo fato particular
J=0.
No caso U = 0 as particulas tunelam sem custo energético. O auto estado pode ser escrito no espago de momentos
k como
M

|

N
I\I/SF>U=0 X (Z bj) 0>

Como nao temos interagao, esperamos que todos os M atomos se encontrem no estado de menor energia (k = 0).
Em cada termo um atomo terd uma probabilidade independente dos outros atomos da rede de estar em um sitio.
No limite M e N grandes, temos uma distribuicdo de Poisson, como podemos ver na Figura. TV A.

No caso em que temos N sitios, cada um dos quais tem uma tunica particula, ao adicionar uma particula de
mais, esta receberd uma penalidade pequena por se mover até um sitio vizinho, ja que a energia de interagao sera
a mesma em qualquer sitio da rede. Entdo um gas com um nimero nao inteiro de b6sons em cada sitio estara em
uma fase superfluida & temperatura zero.

B. Aproximagdao de Campo Medio

A teoria de campo medio que realizou Fisher [12] leva a um diagrama de fases qualitativamente correto, o qual
delimita a fronteria entre a fase SF e MI. Utilizando o método de Monte Carlo quantico [9] é possivel melhorar os
valores correspondentes a estes limites. Vamos nos concentrar apenas no método de campo meio. Aproximamos
um termo de dois corpos a uma interacao efetiva. Para fazer a descricdo da transicdo de fase no campo medio,
consideramos a média das flutuacoes quanticas, o que e 0 mesmo, o possivel tunelamento. O termo cinético vai se
desacoplar como resultado. A aproximacao é

(o] — (BI)) (6] — (81)) = 0

entao

bib; = (b1)b; + (bj)bl — (b]) (b))
bib; = (b] +b;) — ¢
¢ = (b)) = (b))

Onde ¢ é um parametro de ordem para a transicdo, o qual é zero quando o sistema estiver em uma fase e diferente
de zero na outra.
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Figura. V: Parametro de ordem da transi¢ao de Mott. P. = 0.043 para o valor u/U = 0.4135

A hamiltoniana de Bose-Hubbard pode se escrever como a suma de hamiltoniana de um sitio

HOM = —2J¢ > (b +b;) + 2N J ¢

U

HEM —;:Jgi)(b;»r +b;) + 2 + %nl(m —1) — pny

Onde N é o namero de sitios e z = 2d o namero de primeros vizinhos da rede, com d a dimensao do sistema.
O diagrama de fase de um gas de bodsons ultrafrios na rede 6tica descrito pelo modelo de Bose-Hubbard nesta
aproximagao de campo medio foi obtido de maneira autoconsistente [9]. A partir do pardmetro de ordem ¢ obtemos
a hamiltoniana de campo medio HM | com esta hamiltoniana obtemos o estado fundamental, e finalmete com o
estado fundamental melhoramos o valor ¢. O processo fecha quando o parametro de ordem obtido a partir do estado
fundamental é igual ao que o sistema determina. Utilizando a base de ntimero de ocupacio |n), onde o problema
se reduziu ao problema de um sitio independente dos outros, é conveniente escalonar a hamiltoniana
J J 1

H'CM — —zﬁqﬁ(bT +b)+ ZEQZ)Q + §n(n -1)- %n
O procedimento comen¢a quando impomos un valor inicial para ¢, deixando dois os valores J/U e p/U a serem
definidos. Agora diagonalizamos a hamiltoniana numa base truncada |N) com N = 0, ..., Npee- O estado funda-
mental de H'M sera

Nmae

G)= )" an|N)

N=0

onde os coeficientes ap correspondem ao valor menor da matriz que representa H'¢M. Com base em este valor,
obtemos ¢’, repetindo o procedimento até que o critério de autoconsistencia seja cumplido ¢’ = ¢

¢' = (GfG) (3)
Depois, é simples calcular a ocupacao média por sitio com

Niae

p=(n)=3_ lanPN (4)
N=1

Um exemplo é Figura. IV B. Considerando uma rede quadrada bidimensional (z = 4), obtemos a Figura. IVB. A
regido em que a fase Mott no diaframa é fechada com densidade constante e inteira. Cada regido com densidade
por sitio p constante é conhecida como lobo de Mott.

Nesta figura temos os primeiros tres lobos de Mott (p = 1,2,3). Os pontos maiores (de esquerda a direita) sdo
denominados pontos criticos e as regides ao redor regides criticas de transi¢ao [9].



=

0.05

S~

Figura. VI: Diagrama de fases obtido com campo medio (z = 4). Trés primeiros lobos de Mott (fundo hachurado), que
sdo regides na fase Mott (MI) bem delimitadas com um mesmo fator de preenchimento p inteiro. A fase superfluida (SF) é
caraterizada por um p nao inteiro.

V. CONCLUSOES

e O modelo de Bose-Hubbard basta para observar a transicio de fase. Embora na literatura [9] os valores dos
parametros de ordem sao calculados com o método de Monte Carlo quantico, os resultados qualitativos sao
importantes para o entendimento do problema.

e O fator de preenchimento p = (n) = 1,2,3.. representa o sistema na fase Isolante de Mott (MI). Para p
diferente, o sistema esta na fase superfluida (SF).

e O laser controla os parametros do sistema. Basta variar a frequéncia e intensidade do laser.

e A rede 6tica é util para o estudo do sistemas analogos.
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