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Lucas Medeiros Cornetta

São Paulo
2016



Sumário

1 Introdução e contextualização do problema de espalhamento 3
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4 Comentários sobre a formulação dependente do tempo 9

5 Considerações finais 10



3

1 Introdução e contextualização do problema de es-

palhamento

O problema de espalhamento reside em diversos problemas, desde processos colisionais

entre part́ıculas elementares ou sistemas nucleares no contexto da f́ısica de altas ener-

gias até espalhamento de baixas energias em cenários biológicos, constituindo assim uma

importante classe de fenômenos de grande interesse cient́ıfico. No contexto de f́ısica da

matéria condensada, estamos geralmente interessados em processos em que uma part́ıcula

incidente (projétil) interage com um sistema f́ısico de muitos corpos (alvo).

A interação entre part́ıculas de energias positivas e sistemas f́ısicos constitui uma classe

importante de problemas colisionais. Um experimento de colisão é constitúıdo tipicamente

de um feixe colimado de part́ıculas incidentes cuja energia cinética está distribúıda es-

treitamente em torno de um valor E (a distribuição é suficientemente localizada para que

possamos considerar o feixe como sendo monoenergético) e de um sistema espalhador, que

no geral é constitúıdo da amostra de um certo material. O observador mede o número

médio de part́ıculas espalhadas por unidade de tempo, ou seja, a seção de choque do pro-

cesso. Para que isso ocorra, devemos ter um feixe que seja intenso o suficiente para que o

observador tenha acesso a um número estatisticamente razoável de eventos, porém fraco

o suficiente para que as interações entre as part́ıculas do feixe possam ser desprezadas[1].

Técnicas de espalhamento, comparadas a dados experimentais, são muito úteis para a

caracterização interna de estruturas, energias e outras diversas propriedades f́ısicas de um

determinado sistema.

Os problemas de espalhamento podem ser mediados pela incidência de part́ıculas

bosônicas (como o fóton, no espalhamento de luz) ou fermiônicas (como prótons, em

colisões próton-próton de altas energias, ou como elétrons, em processos moleculares in-

duzidos por captura eletrônica). Descreveremos aqui o tratamento quântico do problema

de espalhamento, num regime de baixas energias, de part́ıculas fermiônicas livres por

sistemas de muitos corpos. Para isso, começaremos brevemente por algumas noções e

definições preliminares.

Um evento de espalhamento é caracterizado por um processo do tipo:

A+B → A′ +B′ (1)

Onde A e A′ representam os estados inicial e final do projétil, respectivamente, B e B′

representam os estados inicial e final do alvo. No processo colisional, diz-se canal todo

estado assintótico posśıvel do alvo. A energia total do sistema deve se conservar. Em

unidades atômicas:

E = El +
k2l
2

= El′ +
k2l′

2
(2)

em que E e k são a energia do alvo e o momento linear da part́ıcula incidente enquanto l

e l′ representam os estados inicial e final, respectivamente.
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Figura 1: Esquema do espalhamento de uma part́ıcula por um centro espalhador

2 Mecânica quântica independente do tempo

2.1 O problema de uma part́ıcula

Antes de descrever o processo envolvendo um alvo de muitos corpos, façamos uma breve

discussão sobre algumas caracteŕısticas do problema de espalhamento de uma part́ıcula

incidente sobre um centro espalhador. Nesse caso temos um problema de um único corpo

e, assim, naturalmente temos um único canal aberto - o canal elástico. Ou seja, a energia

cinética da part́ıcula incidente antes e depois do processo é a mesma.

Quanticamente, a ideia é a que podemos descrever estados estacionários do espalha-

mento de uma part́ıcula submetida a um potencial V̂ , tal que 〈r|V̂ |r′〉 = V (r)δ(r − r′).

Para evitarmos certas dificuldades[1, 2], suporemos que a função V (r) é tal que

lim
|r|→∞

|r|V (r) = 0. (3)

O hamiltoniano de uma part́ıcula é portanto dado por

Ĥ = T̂ + V̂ (4)

onde T̂ é o operador de energia cinética da part́ıcula.

Queremos resolver a equação de Schrödinger independente do tempo[
E − Ĥ

]
|ψ〉 = 0 (5)

para uma dada energia E > 0. A primeira grande diferenças na abordagem quântica do

problema de espalhamento, quando comparada a problemas usuais de mecânica quântica

para estados ligados, é a de que não buscamos posśıveis energias do sistema, mas colo-

camos a energia como input do problema e obtemos a seção de choque associada à essa

energia. A segunda difereça é a de que os estados não estão associados a funções de onda

de quadrado integrável (〈r|ψ〉 /∈ l2(R3)). Adotando o eixo z ao longo da direção de in-

cidência do feixe, a condição de contorno que o estado deve satisfazer quando |r| ≡ r →∞
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é[1, 3, 4]

〈r|ψ〉 = ψ(r)→ eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
. (6)

A função f(θ, ϕ) é conhecida como amplitude de espalhamento, e se relaciona com a seção

de choque diferencial através da relação

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2. (7)

Consequentemente, para uma dada energia (podemos nos referir à energia E através do

parâmetro k (2)), a seção de choque integral é dada por

σ(k) =

∫
dσ

dΩ
dΩ =

∫
|f(θ, ϕ)|2dΩ. (8)

Uma outra maneira de se obter a seção de choque integral a partir da amplitude de

espalhamento é através do teorema óptico. Nesse caso;

σ(k) =
4π

k
Imf(θ = 0). (9)

2.2 O problema de muitos corpos

Uma vez apresentadas algumas caracteŕısticas gerais do problema colisional de uma

única part́ıcula, estamos em condição de discutir o espalhamento por um sistema de

muitos corpos.

O processo de espalhamento entre uma part́ıcula e um sistema de N corpos é regido

por um hamiltoniano de N + 1 corpos dado por

ĤN+1 = ĤN + T̂N+1 + V̂ = Ĥ0 + V̂ , (10)

em que Ĥ0 = ĤN + T̂N+1 é a soma do hamiltoniano do alvo com a energia cinética da

part́ıcula incidente e V̂ descreve a interação projétil-alvo. Nesse caso, também estamos

considerando que a função V associada à interação V̂ no espaço de posições satisfaza

uma condição semelhante à (3) no limite em que a distânci entre o projétil e o alvo é

suficientemente grande.

Analogamente ao que foi realizado no caso de um corpo, para uma dada energia da

part́ıcula incidente, podemos obter teoricamente a seção de choque através de um estado

de espalhamento estacionário através da equação de Schrödinger de N + 1 corpos[
E − ĤN+1

]
|Ψ〉 = 0, (11)

lembrando que |Ψ〉 é um estado de N + 1 corpos do tipo

〈r1, ..., rN+1|Ψ〉 = Ψ(r1, ..., rN+1), (12)
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em que podemos escrever |Ψ〉 = |Φ〉 ⊗ |ψ〉, onde |Φ〉 e |ψ〉 são estados do alvo (N corpos)

e da part́ıcula incidente (1 corpo), respectivamente. Na nossa representação (12), descre-

vemos os N corpos do alvo através das primeiras 3N coordenadas r1, ..., rN , enquanto que

a part́ıcula incidente está associada às últimas coordenadas rN+1.

Na aproximação de núcleos fixos, o problema de N+1 corpos se reduz ao espalhamento

da part́ıcula incidente pelos N elétrons do alvo. Em muitas situações de interesse f́ısico e

qúımico, estamos interessados em espalhamento eletrônico, isto é, casos em que a part́ıcula

incidente é um elétron. Nesse caso o problema se reduziria a um problema deN+1 elétrons

com o alvo à núcleos fixos e, assim, o estado (12) que buscamos como sendo solução da

equação (11) deve respeitar a indistinguibilidade dos N + 1 corpos envolvidos.

Uma vez que agora temos um sistema quântico no lugar do centro espalhador, lidamos

inevitavelmente com diferentes canais posśıveis. Como uma generalizção da forma as-

sintótica (6), o estado agora deve satisfazer a condição de contorno do problema (rN+1 →
∞)

|Ψkl
〉 = |Skl

〉+
∑
l′

fll′(kl′ ,kl)|Φ′l〉 ⊗
∣∣∣∣eikl′rN+1

rN+1

〉
, (13)

em que

|Skl
〉 = |Φl〉 ⊗ |eikl·rN+1〉, H0|Skl

〉 = (El + k2l /2)|Skl
〉 (14)

descreve um estado composto pelo alvo em um determinado estado estacionário (do alvo)

juntamente com uma part́ıcula incidente livre, devidamente simetrizado[5, 6].

A soma em (13) se estende sobre todos os canais posśıveis do problema, indicados pelo

ı́ndice l′. A amplitude de espalhamento associada a cada um desses canais é dada por

fll′(kl′ ,kl) e cada uma das correspondentes seções de choque diferenciais são dadas pela

relação (7).

A proposta agora é resolver a equação diferencial (12) e identificar as amplitudes de

espalhamento fll′ via comportamento assintótico (13).

3 O método das funções de Green

O método das funções de Green1 é amplamente usado no contexto das equações dife-

renciais parciais não-homogêneas. Na mecânica quântica, promove-se a função de Green

a um operador de Green, G, que se relaciona com a função de Green usual através de uma

representação do mesmo no espaço de coordenadas.

O operador de Green associado à equação de Schrödinger independente do tempo é

dado por

G =
(
E − ĤN+1

)−1
⇒ G(±) = lim

ε→0

1

E − ĤN+1 ± iε
(15)

G0 =
(
E − Ĥ0

)−1
⇒ G

(±)
0 = lim

ε→0

1

E − Ĥ0 ± iε
(16)

1George Green (1793-1841)
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Usando o método do operador de Green, podemos escrever a equação de Schrödinger

com a condição de contorno (13) através de uma relação integral[1, 7]:

|Ψ(±)
kl
〉 = |Skl

〉+G
(±)
0 V |Ψ(±)

kl
〉. (17)

que é conhecida como equação de Lippman-Schwinger. Das definições (15) e (16), podemos

facilmente construir a seguinte relação

G = G0 +G0V̂ G (18)

conhecida como equação de Dyson extremamente útil no contexto geral de espalhamento,

em particular em tratamentos perturbativos e diagramáticos.

Substituindo a equação de Dyson nela mesma, obtemos a expansão de Born

G = G0 +G0V̂ G0 +G0V̂ G0V̂ G0 +G0V̂ G0V̂ G0V̂ G0 + ... . (19)

Analisando o comportamento assintótico do operador de Green G0 podemos, em primeira

ordem em V̂ na expansão (19), escrever a amplitude de espalhamento de três maneiras

diferentes:

f = − 1

2π
〈Skf
|V̂ |Ψ(+)

ki
〉 (20)

f = − 1

2π
〈Ψ(−)

kf
|V̂ |Ski

〉 (21)

f = − 1

2π
〈Ψ(−)

kf
|A(+)|Ψ(+)

ki
〉, (22)

onde A(±) = V̂ −V̂ G(±)
0 V̂ . Podemos ainda escrever f de uma forma ainda mais conveniente

fazendo (20)+(21)-(22):

f = − 1

2π
[〈Skf

|V̂ |Ψ(+)
ki
〉+ 〈Ψ(−)

kf
|V̂ |Ski

〉 − 〈Ψ(−)
kf
|A(+)|Ψ(+)

ki
〉]. (23)

3.1 O prinćıpio variacional de Schwinger

Para prosseguir com o racioćınio, faremos o uso do prinćıpio variacional de Schwinger,

que afirma que a amplitude de espalhamento deve ser variacionalmente estável frente à

mudanças da função Ψ
(+)
ki

:

δf = 0. (24)

Para conseguirmos aplicar o prinćıpio variacional, escrevemos primeiramente a função de

onda de espalhamento como uma expansão num conjunto conhecido de funções base {χµ}
de N + 1 part́ıculas:

|Ψ(+)
ki
〉 =

∑
µ

a(+)
µ (ki)|χµ〉 (25)
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〈Ψ(−)
kf
| =

∑
µ

a(−)∗µ (kf )〈χµ| (26)

em que os coeficientes das expansões funcionam como parâmetros variacionais. Assim, a

equação (24) nos leva às condições

A(−)† = A(+) (27)

e

fkf ,ki
= − 1

2π

∑
m,n

〈Skf
|V̂ |χm〉(d−1)mn〈χn|V̂ |Ski

〉, (28)

onde

dmn = 〈χm|A(+)|χn〉.

Apesar dessa expressão para f ser exata, ela não é viável computacionalmente, pois sua

soma estende-se sobre (a prinćıpio) infinitos cvanais. A ideia prática para contornar esse

problema e realizarmos cálculos de seções de choque de um dado problema é projetar

a equação de Lippmann-Schwinger no subespaço dos canais de interesse. Ou seja, cria-

mos um subespaço de canais abertos e resolvemos o problema colisional nesse subespaço.

Introduzindo o operador de projeção:

P =
abertos∑

l

|Φl〉〈Φl|, (29)

cuja soma em l se estende por todos os posśıveis estados assintóticos do alvo após a colisão,

obtemos uma expressão idêntica à (28) para a amplitude de espalhamento[8, 9]

fkf ,ki
= − 1

2π

∑
m,n

〈Skf
|V̂ |χm〉(d−1)mn〈χn|V̂ |Ski

〉 (30)

mas agora com

A(+) =
1

2
(PV̂ + V̂ P )− V̂ G(+)

P V̂ +
1

N + 1

[
Ĥ − N + 1

2

(
ĤP + PĤ

)]
(31)

onde Ĥ ≡ E − Ĥ0 e

G
(+)
P = lim

ε→0

abertos∑
l

∫
d3k

|Φlk〉〈Φlk|
(k2l − k2)/2 + iε

. (32)

A projeção do operador A(+) no subespaço dos canais abertos toma a forma (31) devido à

imposição de que a operação não viole a condição (27). Além disso, a soma na expressão

(32) analogamente à soma do projetor P , se estende por todos os canais assintóticos

posśıveis do alvo, enquanto que para cada um desses estados l a integral em k é realizada

sobre uma casca esférica cujo raio satisfaça a conservação da energia (2).
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Uma vez obtida a amplitude de espalhamento, podemos obter a seção de choque

total através do teorema óptico (9). A seção de choque obtida no prinćıpio variacional

de Schwinger pode ser usada em diversos contextos de f́ısica de muitos corpos, como em

f́ısica molecular, no espalhamento de elétrons ou pósitrons por sistemas moleculares, tanto

em fase gasosa quanto em fase ĺıquida. Em particular, um dos objetivos no estudo de

processos colisionais é estudar posśıveis ressonâncias e estados meta-estáveis.

4 Comentários sobre a formulação dependente do tempo

A mecânica quântica dependente do tempo pode fornecer uma abordagem útil para o

estudo de certas propriedades, como a condutividade elétrica, ou no estudo de sistemas à

temperatura finita. A evolução temporal da função de onda de N + 1 corpos é dada pela

equação de Schrödinger

[i∂t −HN+1] Ψ = 0⇒
[
i∂t −H0 − V̂

]
Ψ = 0 (33)

que por sua vez pode ser resolvida via função de Green[10]:

Ψ(r, t) =

∫
dr′G(rt, r′t′)Ψ(r′, t′) (34)

onde

[i∂t −HN+1]G(rt, r′t′) = δ(r− r′)δ(t− t′)⇒ G(rt, r′t′) = −iθ(t− t′)〈r|e−iH(t−t′)|r〉. (35)

Vemos que dessa vez a representação do operador de Green no espaço de posições é uma

função dos instantes t e t′, além das coordenadas usuais.

G−1 = i∂t −H0 − V̂ (36)

Podemos também definir uma função de Green associada à equação de Schrödinger sem

interação entre projétil e alvo.

G−10 = i∂t −H0 (37)

de onde obtemos a mesma equação de Dyson (18) obtida anteriormente. A equação de

Dyson novamente nos permite realizar uma expansão similar à (19) e nos fornece uma

maneira de resolver o problema ordem a ordem.

O espalhamento de uma part́ıcula por um sistema de muitos corpos à temperatura

finita pode ser descrito por um propagador (função de Green) de part́ıcula única num

sistema de muitos corpos. Em linguagem de segunda quantização

G(rσt, r′σ′t′) = −iθ(t− t′)〈{Ψσ(rt),Ψ†σ′(r
′t′)}〉 (38)
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em que Ψσ(rt) e Ψ†σ′(r′t′) são operadores de campos[10] e a média térmica é regida por

um hamiltoniano de N + 1 corpos. Isso é feito usualmente via matriz de densidade ρ, de

forma que qualquer média de um operador genérico A é dada por:

〈A〉 =
Tr[ρA]

Tr[ρ]
=

Tr[e−βHA]

Tr[e−βH ]
(39)

em que β = 1/kBT . Experimentalmente, busca-se medir seções de choque do processo de

espalhamento.

5 Considerações finais

O presente trabalho se propôs a apresentar uma introdução ao formalismo das funções

e dos operadores de Green no estudo de processos colisionais envolvendo um sistema de

muitos corpos. Assim, o texto possui um caráter expositivo, no qual não buscou-se discutir

problemas técnicos sobre implementações computacionais do método, sequer abordar ou

discutir algum caso em particular.

No mais, os métodos apresentados nas seções (2.2) e (3.1) tangenciam um método

conhecido como Método Multi-Canal de Schwinger (do inglês SMC - Schwinger Multi-

Channel) que atualmente é largamente utilizado para prever seções de choque no espa-

lhamento entre elétrons e sistemas moleculares ou sólidos.
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[4] J.J. Sakurai and J. Napolitano. Modern Quantum Mechanics. Addison-Wesley, 2011.
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