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1 Introducao e contextualizacao do problema de es-

palhamento

O problema de espalhamento reside em diversos problemas, desde processos colisionais
entre particulas elementares ou sistemas nucleares no contexto da fisica de altas ener-
gias até espalhamento de baixas energias em cenarios biologicos, constituindo assim uma
importante classe de fendmenos de grande interesse cientifico. No contexto de fisica da
matéria condensada, estamos geralmente interessados em processos em que uma particula
incidente (projétil) interage com um sistema fisico de muitos corpos (alvo).

A interagao entre particulas de energias positivas e sistemas fisicos constitui uma classe
importante de problemas colisionais. Um experimento de colisao é constituido tipicamente
de um feixe colimado de particulas incidentes cuja energia cinética esta distribuida es-
treitamente em torno de um valor £ (a distribuigao é suficientemente localizada para que
possamos considerar o feixe como sendo monoenergético) e de um sistema espalhador, que
no geral é constituido da amostra de um certo material. O observador mede o nimero
médio de particulas espalhadas por unidade de tempo, ou seja, a secao de choque do pro-
cesso. Para que isso ocorra, devemos ter um feixe que seja intenso o suficiente para que o
observador tenha acesso a um numero estatisticamente razoavel de eventos, porém fraco
o suficiente para que as interagoes entre as particulas do feixe possam ser desprezadas|1].
Técnicas de espalhamento, comparadas a dados experimentais, sao muito tuteis para a
caracterizacao interna de estruturas, energias e outras diversas propriedades fisicas de um
determinado sistema.

Os problemas de espalhamento podem ser mediados pela incidéncia de particulas
bosonicas (como o féton, no espalhamento de luz) ou fermionicas (como prétons, em
colisoes proton-proton de altas energias, ou como elétrons, em processos moleculares in-
duzidos por captura eletronica). Descreveremos aqui o tratamento quantico do problema
de espalhamento, num regime de baixas energias, de particulas fermionicas livres por
sistemas de muitos corpos. Para isso, comegaremos brevemente por algumas nocgoes e
defini¢oes preliminares.

Um evento de espalhamento é caracterizado por um processo do tipo:
A+B— A+ B (1)

Onde A e A’ representam os estados inicial e final do projétil, respectivamente, B e B’
representam os estados inicial e final do alvo. No processo colisional, diz-se canal todo
estado assintético possivel do alvo. A energia total do sistema deve se conservar. Em
unidades atomicas: 12 K2

E=E+ 5 =E+7 (2)
em que F e k sao a energia do alvo e o momento linear da particula incidente enquanto [

e I’ representam os estados inicial e final, respectivamente.
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Figura 1: Esquema do espalhamento de uma particula por um centro espalhador
2 Mecanica quantica independente do tempo

2.1 O problema de uma particula

Antes de descrever o processo envolvendo um alvo de muitos corpos, facamos uma breve
discussao sobre algumas caracteristicas do problema de espalhamento de uma particula
incidente sobre um centro espalhador. Nesse caso temos um problema de um tnico corpo
e, assim, naturalmente temos um unico canal aberto - o canal elastico. Ou seja, a energia
cinética da particula incidente antes e depois do processo é a mesma.

Quanticamente, a ideia é a que podemos descrever estados estaciondrios do espalha-
mento de uma particula submetida a um potencial V, tal que (r|V|r’) = V(r)d(r —r').

Para evitarmos certas dificuldades|1, 2], suporemos que a fungao V' (r) ¢é tal que

lim |r|V(r) = 0. (3)

|r| =00

O hamiltoniano de uma particula é portanto dado por

~

H=T+V (4)

onde T é o operador de energia cinética da particula.

Queremos resolver a equacao de Schrédinger independente do tempo

[E—ﬁhwzo (5)

para uma dada energia E > 0. A primeira grande diferencas na abordagem quantica do
problema de espalhamento, quando comparada a problemas usuais de mecanica quantica
para estados ligados, é a de que nao buscamos possiveis energias do sistema, mas colo-
camos a energia como input do problema e obtemos a secao de choque associada a essa
energia. A segunda difereca é a de que os estados nao estao associados a funcgoes de onda
de quadrado integravel ({r|) ¢ [>(R?)). Adotando o eixo z ao longo da diregao de in-

cidéncia do feixe, a condigao de contorno que o estado deve satisfazer quando |r| = r — oo
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é[1, 3, 4]
6ikr

(rly) = ¥(r) = ™ + f(0, ) (6)

A funcao f(0, ) é conhecida como amplitude de espalhamento, e se relaciona com a segao

, .

de choque diferencial através da relagao

9 \r0.0)P 7

Consequentemente, para uma dada energia (podemos nos referir a energia E através do

parametro k (2)), a secao de choque integral é dada por

aw:/%m:/wmww. (8)

Uma outra maneira de se obter a secao de choque integral a partir da amplitude de

espalhamento é através do teorema dptico. Nesse caso;

o(k) = 4%Thnf(@ =0). (9)

2.2 O problema de muitos corpos

Uma vez apresentadas algumas caracteristicas gerais do problema colisional de uma
Unica particula, estamos em condi¢ao de discutir o espalhamento por um sistema de
muitos corpos.

O processo de espalhamento entre uma particula e um sistema de N corpos é regido

por um hamiltoniano de N + 1 corpos dado por
Hyi1=Hy+ Ty +V =Ho+V, (10)

em que ﬁo = H N + TN+1 ¢ a soma do hamiltoniano do alvo com a energia cinética da
particula incidente e V descreve a interagao projétil-alvo. Nesse caso, também estamos
considerando que a funcao V associada a interagao V no espaco de posicoes satisfaza
uma condi¢do semelhante a (3) no limite em que a distanci entre o projétil e o alvo é
suficientemente grande.

Analogamente ao que foi realizado no caso de um corpo, para uma dada energia da
particula incidente, podemos obter teoricamente a secao de choque através de um estado

de espalhamento estaciondrio através da equacao de Schrodinger de N + 1 corpos
[E - ﬁNH] T =0, (11)
lembrando que |¥) é um estado de N + 1 corpos do tipo

<I'17...7I'N+1|\Ij> :\I](rlw"urNJrl)? (12)



em que podemos escrever |U) = |®) ® |¢), onde |P) e |¢) sdo estados do alvo (N corpos)
e da particula incidente (1 corpo), respectivamente. Na nossa representacao (12), descre-
vemos os N corpos do alvo através das primeiras 3N coordenadas rq, ..., Ty, enquanto que
a particula incidente esta associada as tltimas coordenadas ry. .

Na aproximacao de nicleos fixos, o problema de N +1 corpos se reduz ao espalhamento
da particula incidente pelos N elétrons do alvo. Em muitas situagoes de interesse fisico e
quimico, estamos interessados em espalhamento eletronico, isto é, casos em que a particula
incidente é um elétron. Nesse caso o problema se reduziria a um problema de N+1 elétrons
com o alvo a nicleos fixos e, assim, o estado (12) que buscamos como sendo solugao da
equagao (11) deve respeitar a indistinguibilidade dos N + 1 corpos envolvidos.

Uma vez que agora temos um sistema quantico no lugar do centro espalhador, lidamos
inevitavelmente com diferentes canais possiveis. Como uma generalizcao da forma as-

sintética (6), o estado agora deve satisfazer a condigdo de contorno do problema (ry43 —

ikl/TN+1
—> , (13)

'N+1

00)

Tie) = [Si) + > fur (ko ko) | @) @
l/

em que

[Sie) = |@1) ® [ ™), Hy|Sie) = (Br + k7' /2)|Sk,) (14)

descreve um estado composto pelo alvo em um determinado estado estacionario (do alvo)
juntamente com uma particula incidente livre, devidamente simetrizadol5, 6].

A soma em (13) se estende sobre todos os canais possiveis do problema, indicados pelo
indice I’. A amplitude de espalhamento associada a cada um desses canais é dada por
fuw(kr,k;) e cada uma das correspondentes segdes de choque diferenciais sao dadas pela
relagao (7).

A proposta agora é resolver a equagao diferencial (12) e identificar as amplitudes de

espalhamento fj via comportamento assintético (13).

3 O método das funcoes de Green

O método das funcoes de Green! é amplamente usado no contexto das equacoes dife-
renciais parciais nao-homogéneas. Na mecanica quantica, promove-se a funcao de Green
a um operador de Green, (G, que se relaciona com a funcao de Green usual através de uma
representacao do mesmo no espaco de coordenadas.

O operador de Green associado a equacgao de Schrédinger independente do tempo é

dado por
o -1 1
G= (E - HN+1> = G® = lim —— (15)
0 B — Hyyy £ e
AN &) _ s 1
Go = (E - H0> =G =lim——— (16)
0 B — Hy + ie

!George Green (1793-1841)
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Usando o método do operador de Green, podemos escrever a equagao de Schrédinger

com a condigao de contorno (13) através de uma relacao integral[l, 7]:
+ + +
0) = 1Sk) + GGV, (17)

que é conhecida como equagao de Lippman-Schwinger. Das defini¢oes (15) e (16), podemos

facilmente construir a seguinte relagao
G =G+ GVG (18)

conhecida como equacao de Dyson extremamente 1til no contexto geral de espalhamento,
em particular em tratamentos perturbativos e diagramaticos.

Substituindo a equacao de Dyson nela mesma, obtemos a expansao de Born
G = Go+ GoVGo + GoVGoV Gy + GoVG VG VG + ... . (19)

Analisando o comportamento assintotico do operador de Green GGy podemos, em primeira

ordem em V na expansao (19), escrever a amplitude de espalhamento de trés maneiras

diferentes: .
f =5 (S IVIE) (20)
LRI
f= =5 (0 [V15k) (21)
1 .
f == (0 AT ), (22)

onde A& = V—VGéi)V. Podemos ainda escrever f de uma forma ainda mais conveniente
fazendo (20)+(21)-(22):
1

f = = (S V1) + (0 VISik) = (B |AD 0 (23)

3.1 O principio variacional de Schwinger

Para prosseguir com o raciocinio, faremos o uso do principio variacional de Schwinger,
que afirma que a amplitude de espalhamento deve ser variacionalmente estavel frente a

mudancas da funcao \Ifl(:ir):

5f =0, (24)

Para conseguirmos aplicar o principio variacional, escrevemos primeiramente a funcao de
onda de espalhamento como uma expansao num conjunto conhecido de fungoes base {x,}
de N + 1 particulas:

T = al (ki) |x,) (25)

m
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= a7 (kp) (26)

”w
em que os coeficientes das expansoes funcionam como parametros variacionais. Assim, a

equagao (24) nos leva as condigoes

AGT — A (27)

1

Jiep ks = —5=

5 2 (i VX (A7) O VIS, (28)

m,n
onde

Amn = <Xm’A(+)|Xn>'

Apesar dessa expressao para f ser exata, ela nao é viavel computacionalmente, pois sua
soma estende-se sobre (a principio) infinitos cvanais. A ideia préatica para contornar esse
problema e realizarmos calculos de secoes de choque de um dado problema é projetar
a equacao de Lippmann-Schwinger no subespaco dos canais de interesse. Ou seja, cria-
mos um subespaco de canais abertos e resolvemos o problema colisional nesse subespaco.

Introduzindo o operador de projecao:

abertos

P= Z | D) (Pl (29)

cuja soma em [ se estende por todos os possiveis estados assintoticos do alvo apds a colisao,

obtemos uma expressao idéntica a (28) para a amplitude de espalhamento[8, 9]

1 ~ -
fkf,ki = —5 Z<Skf|V|Xm><d71)mn<xn’V’Ski> (30)
2T
mas agora com
1, A A ~ 1 A N+1y/. N
AW = Z(PV +VP) = VGV + i [H - T+ (HP + PH>] (31)
onde H = E — ]:IO e
abertos |cD (I) k|
7 =1i T 2
Gp im Z / /24 e (32)

A projecio do operador A) no subespaco dos canais abertos toma a forma (31) devido &
imposicao de que a operagao nao viole a condi¢ao (27). Além disso, a soma na expressao
(32) analogamente a soma do projetor P, se estende por todos os canais assintéticos
possiveis do alvo, enquanto que para cada um desses estados [ a integral em k é realizada

sobre uma casca esférica cujo raio satisfaga a conservacao da energia (2).



Uma vez obtida a amplitude de espalhamento, podemos obter a secao de choque
total através do teorema 6ptico (9). A secdo de choque obtida no principio variacional
de Schwinger pode ser usada em diversos contextos de fisica de muitos corpos, como em
fisica molecular, no espalhamento de elétrons ou pésitrons por sistemas moleculares, tanto
em fase gasosa quanto em fase liquida. Em particular, um dos objetivos no estudo de

processos colisionais € estudar possiveis ressonancias e estados meta-estaveis.

4 Comentarios sobre a formulacao dependente do tempo

A mecanica quantica dependente do tempo pode fornecer uma abordagem 1til para o
estudo de certas propriedades, como a condutividade elétrica, ou no estudo de sistemas a
temperatura finita. A evolucao temporal da funcao de onda de N + 1 corpos é dada pela

equacao de Schrodinger
[0, — Hy ] W =0 = [i@t ~Hy— V] U =0 (33)
que por sua vez pode ser resolvida via fun¢ao de Green[10]:
U(r,t) = /dr’G(rt, 't (r, 1) (34)
onde
[i0, — Hy 1] G(rt, r't) = 6(r —r')o(t —t') = G(rt,r't') = —if(t — ') (r|e " HE)|r). (35)

Vemos que dessa vez a representacao do operador de Green no espaco de posicoes é uma

funcao dos instantes ¢ e t', além das coordenadas usuais.
G'=id,—Hy—V (36)

Podemos também definir uma fungao de Green associada a equagao de Schrodinger sem

interagao entre projétil e alvo.
Gyt =i0; — Hy (37)

de onde obtemos a mesma equacao de Dyson (18) obtida anteriormente. A equagao de
Dyson novamente nos permite realizar uma expansao similar a (19) e nos fornece uma
maneira de resolver o problema ordem a ordem.

O espalhamento de uma particula por um sistema de muitos corpos a temperatura
finita pode ser descrito por um propagador (fungdo de Green) de particula tinica num

sistema de muitos corpos. Em linguagem de segunda quantizacao

G(rot, v'o't)) = —if(t — ) ({ W, (xt), T, (r'¢)}) (38)
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em que W, (rt) e Ul,(r't') sdo operadores de campos[10] e a média térmica é regida por
um hamiltoniano de N + 1 corpos. Isso ¢ feito usualmente via matriz de densidade p, de

forma que qualquer média de um operador genérico A é dada por:

_ Tr[pA]  Tr[e PHA]
W =T = T

(39)

em que 8 = 1/kgT. Experimentalmente, busca-se medir se¢oes de choque do processo de

espalhamento.

5 Consideracoes finais

O presente trabalho se propos a apresentar uma introducao ao formalismo das funcoes
e dos operadores de Green no estudo de processos colisionais envolvendo um sistema de
muitos corpos. Assim, o texto possui um carater expositivo, no qual nao buscou-se discutir
problemas técnicos sobre implementagoes computacionais do método, sequer abordar ou
discutir algum caso em particular.
No mais, os métodos apresentados nas sec¢oes (2.2) e (3.1) tangenciam um método
conhecido como Método Multi-Canal de Schwinger (do inglés SMC - Schwinger Multi-
Channel) que atualmente é largamente utilizado para prever se¢oes de choque no espa-

lhamento entre elétrons e sistemas moleculares ou sélidos.
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