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I. Resumo

Esse trabalho visa apresentar as ideias por trds do método DMRG, suas origens no esquema NRG
e, por meio de um exemplo, mostrar como as iteragdes do método evoluem e quais cuidados
devemos ter no processo de medida de observaveis. Apesar desse trabalho focar nos aspectos
principais e na formulagdo original, deve ser dito que, desde sua formulacdo em 1992, o método
tem evoluido e se adaptado a outros contextos como fisica nuclear e quimica tedrica, sendo uma
das op¢des mais adotadas para a simulacdo de sistemas fortemente correlacionados.

II. INTRODUCAO

De maneira bem simplificada, o método DMRG, sigla para Density Matrix Renormalization Group,
consiste num método nidmerico para resolucdo de problemas de autovalores. Idealizado para
simular sistemas quanticos fortemente correlacionados unidimencionais, o método tem sido
adaptado também para sistemas bidimensionais [1]],[2]. Para sistemas unidimensionais tal método
se tornou uma das escolhas mais adotadas dada a precisdo sem precedentes alcangada pelo
algoritmo.

Meétodos variacionais sdo utilizados em grande parte dos problemas atuais em fisica teérica.
O método DMRG é um método variacional, no entanto, baseado na diagonalizacdo exata do
Hamiltoniano do sistema sob estudo e nas ideias de grupo de renormaliza¢do numérico (NRG).
Desenvolvido por Steve White em 1992 (num artigo com mais 2500 cita¢des) [1] o método DMRG
é um desenvolvimento das ideias do NRG de Wilson [3].

A grande dificuldade, que o método DMRG visa superar, é o tamanho do espaco de Hilbert
exigido para a descrigdo dos sistemas de interesse. O uso de métodos aproximativos é mandatério
mesmo no tratamento de dtomos maiores que o de Hidrogénio e em moléculas pequenas. A
estratégia embutida no método DMRG ¢ a de usar uma base na qual o estado fundamental seja
representado por apenas alguns estados de base. Ou seja, de modo que possamos desconsiderar a
contribui¢do de boa parte dos estados que compdem essa base, diminuindo assim a dimensdo do
espaco de Hilbert.

Em muitos casos, as propriedades dos sélidos podem ser bem descritas por meio de modelos
de campo efetivo atuando em um tnico corpo. Tal aproximagdo pode ser realizada em sistemas
onde o efeito de screening do campo Coulombiano, devido aos nticleos e elétrons no material, é
suficientemente eficiente. Esse esquema pode falhar conforme varios efeitos invalidem a exigéncia
de que as interagdes efetivas sejam fracas, o que nos leva ao ambito de sistemas fortemente
correlacionados. Para estudar tais sistemas, Hamiltonianos simplicados foram construidas no intuito
de reter apenas os elementos necessarios para a descri¢do dos fendmenos fisicos de interesse.

Devido a "localiza¢do"dos sistemas, sdo usados modelos do tipo tight-binding, nos quais os
orbitais sobre cada sitio da rede pode assumir Ny, = 4 diferentes estados de até dois elétrons
(10), 1), 14), IT4)). O modelo mais simples, para um tnico orbital de valéncia, que contenha o
termo de energia cinética (hopping do elétron entre os sitios i e j com amplitude ;) e a repulsdo
Coulombiana é o conhecido modelo on-site de Hubbard ([4], [5]), cuja Hamiltoniana fica dada por

Hrtupbara = — Y, tij(clocjo) + He) + UY mpn;y, 1)
(ij),o i

onde () representa ligacdes. No limite em que U/t > 1, a ocupagdo dupla |1]) pode ser

desprezada, resultando no chamado modelo (t — ) ([6]) de N;;, = 3 estados:
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Hip =~ Z tij(chcjc) + He) + ZL‘]‘ (Si -8 — 4ﬂi¢ﬂj¢> , 2)
(i.f)or (if)

onde o termo de interagdo spin-spin J;; = 4t12]-/ U é devido ao processo de hopping virtual de

segunda ordem, que s6 é possivel para elétrons de spin opostos nos sitios i e j. No caso de

"semi-preenchimento”(n = 1), quando n; = 1 para todos os sitios, hopping se torna impossivel e o

termo 1n;n j € reduzido a uma constante. Dessa forma o modelo ¢ — | se reduz ao modelo de spin
1/2 de Heisenberg:

%Heisenherg = ]ij (Si : Sj) . 3)
(if)

Nesse trabalho, usaremos sempre que necessario, o modelo de Heisenberg como exemplo.
Mas deve se ter em mente que o método DMRG é bem mais abragente que isso. A quantidade
de trabalhos sobre o método DMRG é enorme e propriedades e discussdes importantes sobre o
método que ndo ndo entraram nesse trabalho podem ser encontradas em detalhes através das
referéncias [7]-[9] presentes na bibliografia.
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III. IpEera BAsica: A DIAGONALIZACAO TRUNCADA

A questdo de interesse nessa secdo é a seguinte: Como devermos escolher dentre os estados que formam
a base aqueles que manteremos para representar o estado fundamental? No fundo, o que se deseja é
quantificar a informagado perdida no processo, que chamaremos aqui de "diagonalizagdo truncada".
A titulo de exemplo, vamos estudar o caso de uma cadeia unidimensional de "spins". Tal sistema
serd descrito pelo Hamiltoniano de Heisenberg.

I. O problema com dois spins

O espaco de Hilbert para o caso em que ha apenas dois spins é dado pelas quatro possiveis
combinagdes

{0, 110, B, Wh 4)
O Hamiltoniano que descreve tal sistema é dado por
" Ay A loara.  a_a
HzSiSé—FE[SerZ + 57 55]. ®)
Colocando na forma matricial temos
A=Fosi [ as +§ o) ©)

Tomando 7 = 1 e usando a representagdo que utilize {|1), |{)} como base para um sitio (ou
spin), temos a seguinte representagdo para o Hamilitoniano:

1/1 0 1 0 17/0 1 0 0 00 01
H = 4(0—1>®<0—1>+2K0 0)®(1 0>+<1 0>®(0 0)}
10 0 0
1o -1 2 o
— 410 2 -10 @)
00 0 1

Assim, temos uma matriz diagonal por blocos para a qual os autovetores sdo de facil obtengdo
e resultam no estado de singleto |s) = 1/+/2 = [|1) — |{1)], com autovalor de energia Es = —3/4
e nos trés estados do tripleto {|11), [41), 1/v2[|14) + [41)]}, com energia E; = 1/4.

II. O problema com Muitos Spins

O problema de encontrar o estado fundamental e sua correspondente energia foi de facil solucao
no exemplo de dois spins. No entanto estamos interessados em sistemas de muitos corpos e é
nestes casos que a estratégia de diagonalizagdo truncada se faz necessaria. Vamos acrescentar um
sitio ao problema anterior. Novamente para esse sitio temos duas possibilidades: |1) ou []). A
matriz hamiltoniana para esse caso tera dimensdo 8 x 8 e pode ser obtida por:

~ 1 -~ ~
H3:H2®112+S§®SZ+§[S§’®S‘+SZ_®S+} (8)

Onde as matrizes escritas com "til"sdo definidas por:

FZ=1,5 )
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Figura 1: Esquema do processo iterativo de crescimento do sistema pela adigdo de sitios a direita
(imagem retirada de [8]).

S5 =T ®S* (10)

Dessa forma podemos elaborar um esquema iterativo para construir uma matriz hamiltoniana
de dimens&o 2' x 2' onde no i-ésimo passo teriamos:

Hi:HH®nz+s;a1®SZ+%[§;1®S*+§;1®5+], (11)
onde )
S 1=1Li.®5* (12)
e
S =105 (13)

Podemos pensar no procedimento iterativo descrito acima como uma adi¢do gradual de
"sitios"ou spins a direita de um bloco de sitios preexistente, como mostrado na fig.(I). O bloco
possui uma Hamiltoniana que é iterativamente construida pela conexdo de novos sitios através
dos termos de interagdo adicionados.

A principio podemos continuar o processo de constru¢do da hamiltoniana até atingirmos
o tamanho real do sistema no qual estamos interessados. No entanto, sistemas com N sitios
serdo descritos por uma base de tamanho 2V, ou seja, o ntimero de linhas e colunas da matriz
Hamiltoniana cresce exponencialmente com o nimero de sitios. Por mais que possamos aproveitar
as simetrias do sistemas para reduzir a matriz que precisaremos diagonalizar, isso nem sempre é
suficiente dado o ntimero realmente grande de sitios envolvidos no calculo. Uma solugio para
esse problema remonta ao grupo de renomaliza¢do numérico de Wilson.

Suponha que tenhamos diagonalizado a hamiltoniana de Heisenberg para uma cadeia de N
spins e obtido o estado fundamental dado por:

|ll)> = Z aSl,SZ,...,SN |Sl’S2/ e ’SN> (14)
51,82,---/SN
onde a soma é tomada sobre todas as possiveis configura¢des de N spins. Se "plotarmos'"num
rafico os pesos estatisticos de cada estado |as, 5, . |2 em ordem decrescente, encontraremos uma
1,52s+--/5N

estrutura semelhante a apresentada no painel direito da fig.(2): os maiores pesos se concentrarao
em alguns poucos estados e restard uma longa "calda"de estados com probabilidades menores de

serem medidos.



Universidade de Sdo Paulo e Instituto de Fisica e PGF-5295

1.0 J J T T T T 1.0 T T
09 1 0.9
0.8 08
0.7+ 0.7
. 0s Cut here ] s »-}10 Cut here
S 0s S 05 V|
0.4 |- 0.4
0.3 0.3
02 02
1R} ] [iK]
0.00 5 ; l;l;|. " 15 20 25 30 35 . 0 5 10 15 2‘0 2‘5 30 35

i i
Figura 2: Esquema de um processo ideal de truncagem. Através de uma mudanca de base, ha uma
concentra¢do dos pesos em poucos estados minimizando a perda de informagdo ap6s a truncagem
(imagem retirada de [8]).

Podemos ficar inclinados a "cortar"(ou truncar) a base de modo que fiquemos apenas com
alguns estados de maior peso e desprezemos todo o restante. Contudo, desprezar tantos estados
de pesos menores pode levar a desprezar uma parte importante da fisica envolvida. Esse problema,
contudo, é dependente da base escolhida para representar os estados. Se escolhermos um base
de uma maneira inteligente podemos fazer com que haja uma maior concentracdo dos pesos
estatisticos e diminua, assim, a quantidade de informagdo perdida no processo de truncagem, como
mostrado no painel da direita na fig.(2).

Essa é uma ideia muito simples e elegante, mas para que funcione precisamos conhecer um
método que nos auxilie a escolher a melhor representacéo. Isso, todavia, ndo é em principio uma
tarefa trivial. O se precisa é um meio de quantificar a informacéo.

II. Método NRG

A ideia do método NRG inspirou a elaboragdo do método DMRG e colocarei aqui, de forma
resumida, a titulo de fundamentar o restante da discussdo. Imagine que determinemos um valor
méaximo m de estados que vamos manter para descrever o estado fundamental. Seguindo nosso
procedimento iterativo, de acrescentar sitios a direita, temos que em cada passo do processo a
dimesdo do espago de Hilbert cresce por um fator de 2. Dessa forma, em algum momento do
nosso procedimento a dimensdo da base se tornard maior que m. Ao atingir esse ponto, execut-se
a regra de truncamento: diagonaliza-se a matriz Hamiltoniana e conserva-se somente os m estados com os
menores autovalores.

Conforme o sistema cresce, mudamos a base que descreve o bloco de sitios a esquerda
ao "girarmos"para a nova base de autoestados do Hamiltoniano. Isso é feito mediante uma
transformacdo unitdria U. A matriz que representa U nada mais é que a matriz formada pelos
autovetores ordenados em colunas. Agora temos que executar dois passos ao acescentarmos
um sitio ao bloco: (i) precisamos construir os operadores "til", assim como antes e (ii) aplicar a
"rotagdo"U a matriz Hamiltoniana e aos operadores "til".

Vamos assumir que, antes de adicionarmos um sitio, a base para o bloco antigo seja {|«;_1)}
com dimensdo D; 1 e que a base para um sitio seja {|s;) } com dimensdo d. O novo bloco, também
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chamado de bloco aumentado, terd como base {|a;_1,s;) } com dimesdo d x D;_1, diagonalizando
essa base teremos nossa nova base {|«;)}. A matriz de mudaca de base U (ou de rotagdo), cuja
dimensdo é D; x D; é construida pelo arranjo dos autovetores com os D; = m menores autovalores
em colunas:

Uy, s = (Ri—15i | @) - (15)

O cuidado de tomarmos somente os m vetores com os menores autovalores s6 faz sentido a
partir do momento que a base necessdria para descrever o sistema tenha ultrapassado esse o valor
m, caso contrario, devemos tomar todos os autovetores do hamiltoniano, ou todos autovetores do
hamiltoniano que satisfagam alguma simetria desejada.

Antes da rotagdo, os operadores possuem os seguintes elementos de matriz:

Otxi,lsi,zx;ilsﬁ = <D‘i—1si| 0 |a;7152> (16)

Podemos, assim rodar todos os operadores "til"para a nova base por meio de

Ouay = (il Olal) = ¥ % (aslarasi) (w151 | O] af_sh) (whsf | )
Xi-18i o} ;5!
= Y Y (Ui 1O s st (17)

&i-15i af_, s}

Uma vez alcangada a marca de m estados, podemos continuar aumentando o sistema sitio
por sitio sem com isso aumententar o nimero de estados (fixado em m), pois: uma vez que
ultrapassemos tal limite, ao adicionar um sitio, apés a diagonalizagdo manteremos apenas os m
estados de menores autovalores. Assim, podemos continuar esse processo até que o valor da
energia por sitio convirja ou entdo até atingirmos o tamanho real do sistema.

A ideia implicita aqui é que, se mantivermos os estados de baixa energia em detrimento
daqueles de energias mais altas, a fisica de baixas energias estard certa. E é assim que que funciona
para problemas que envolvem impurezas de Kondo e Anderson ([10]). No entanto, no caso de
sistemas de muitos corpos fortemente correlacionados, como cadeias de spins no modelo de
Heisenberg, tal esquema néo funciona bem. O método DMRG surge justamente nesse contexto e
serd o objeto de apreciacdo a seguir.
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IV. A MATRIZ DENSIDADE

Para o caso de sistemas fortemente correlacionados, a solugdo proposta por Steve White, o método
DMRG utiliza-se do que ficou conhecido como "truncagem da matriz densidade’. A diferenca, em
essencia, é que ao invés de simplesmente jogarmos fora estados de 'altas’ energias devemos fazer
uma redistribuigdo do ‘emaranhamento’ e minimizar a perda de informagdo. No momento em
que o método de White foi idealizado, sua formulacdo nédo utilizava a ideia de ‘'emaranhamento’,
tal conceito apareceu bem mais tarde quando buscava-se entender por que e quando o método
DMRG funcionava. Vamos aqui nos ater a formulacdo original do processo de truncagem da
matriz densidade.

Temos agora um esquema diferente do que vimos para o método NRG, ao invés de um tinico
bloco de sitios temos que usar dois blocos: um bloco a direita e outro a esquerda. Temos agora
que aumentar ambos os blocos simultaneamente e de maneira identica ao que vimos antes: em
cada passo adicionamos um sitio a direita do bloco a esquerda e um sitio a esquerda do bloco a
direita, como esquematizado na fig.(3). O estado fundamental de tal sistema pode ser escrito da
forma

|'¥) = Z‘I’zj i) 17) (18)
i

onde a soma ¢ feita sobre todos os estados do bloco a esquerda |i) e do bloco a direita |j) com os
correspondentes coeficientes ;.

A ideia agora é, uma vez que tenhamos alcangado a dimensdo maxima m desejada para base,
devemos rotacionar o bloco a esquerda para a nova base |i) — |«). O que se deseja é que a
nova base {|a)} seja tal que a "distancia"entre o estado fundamental original |'¥) e o novo estado,
truncado e aproximado |¥), seja minima:

S=1%)—[¥)? (19)

onde

m
[#) = )0 3 ¥aj o) 1) (20)
a=1 j
Para satisfazer tal exigéncia os vetores |x) deverdo ser autovetores da matriz densidade
reduzida do bloco a esquerda que possuirem os m maiores autovalores. Iremos nas proximas
segdes justificar tal resultado.

I. A matriz densidade reduzida

O conceito de matriz densidade foi desenvolvido no contexto da mecanica estatistica ([11]]) e diz
respeito a um sistema em contato com um ‘banho’ térmico, um reservatério térmico, ou seja,
em contato com um ambiente fig.[ ). O estado fundamental do universo (system-+environment)
é conhecido e, no ambito do método DMRG, a questdo é: quais os estados do sistema mais
contribuem para esse estado fundamental?

Vamos pensar nesse esquema de dois blocos como sendo formado por dois subsistemas: A e B.
O espago de Hilbert do sistema A + B serd o produto tensorial dos espagos de cada subsistema:
Huip = Ha ® Hp, cuja dimensdo serd Dyp = D4 X Dp. Assumindo que o estado fundamental
do universo [¥) é dado pela expressao (18), define-se a matriz densidade reduzida do subsistema
A como
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Figura 3: Esquema de um processo de crescimento no método DMRG (imagem retirada de [8]).
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Figura 4: No método DMRG um dos bloco de sitios é o sistema enquanto o outro é o ‘ambiente
(imagem retirada de [8]).

pa=Trp|¥) (Y], (21)

cuja representacdo matricial é

oag = (i pa]i') = V(i) (¥ | 7)) = ¥, 22)
]

]

A matriz densidade reduzida possui as seguintes propriedades de interesse:

e E Hermitiana (ou simétrica, no caso de matrizes reais). O que significa que seus autovalores
sdo reais.

e Seus autovalores sdo ndo negativos.
e Seu trago é igual a unidade: Trp4 = 1.

e Seus autovetores |a) formam uma base ortonormal.

Isso significa que podemos reescrever a matriz densidade reduzida na forma

pa =) wuln)(af, (23)

com wy > 0 e Xyw, = 1. O mesmo valendo para o bloco B.
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II. Decomposicdo em Valores Singulares

Cosidere uma matriz arbitraria ¥ de dimensdes D4 x Dp. Pode-se provar que ¥ pode ser fatorada
como

¥ = UDv?’ (24)

onde U é uma matriz unitdria D4 x Dy, V é é uma matriz unitaria Dg x Dg e D é uma matriz
D4 x Dp com entradas reais e ndo negativas ao longo da diagonal e zeros fora da diagonal. Como
U e V sdo matrizes unitdrias, entdo

uut=1 (25)

vvt =1 (26)

Os elementos A, pertencentes a diagonal de D sdo conhecidos como "valores singulares"de Y.
Esse modo de escrever a matriz ¥ é conhecida como decomposigio em valores singulares (DVS) e serd
atil para demostrar a afirmacdo feita na se¢do anterior.

III.  Decomposigdo de Schmidt

Aplicando a DVS no nossa fun¢io de onda |¥) (18) e tomando, a titulo de listragdo, Dg < D 4.
Ap6s a DVS os elementos de matriz ¥;; podem ser escritos como:

Dp Dp
¥ij =) Uinha (V') g = ) Uinha Vi (27)
o 14
A fungdo de onda ficard, dessa forma, dada por

Dy Dg Dg

)= LY UaAV i) 1)
(A
Dp /Dy Dp
= Z(zuim)Aa <ZV;}IJ‘>>
i ]

o

Dg
= Y Acla)yla)g, (28)
onde
Dy
@)a = Y Ui ) (29)
e
Dp
) p =} Vi i) - (30)
]

Devido as propriedade de U e V, tais estados definem uma nova base ortorgonal e sao
conhecidos como "bases de Schmidt'enquanto que a expressdo final de é chamada de
decomposi¢do de Schmidt. No geral temos que um estado ¥ pode ser escrito em uma nova base

como:
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[Psi) =} A la)a @) (31)

onde
r=min(Dy, Dp). (32)

Usando a base de Schmidt as matrizes densidade reduzidas para os subsistemas A e B ficam

pa=Trp|¥) (¥ =Y AL a4 4 (8] (33)

pp=Tra|¥) (Y] =} A% [a)p 5 (o] (34)
14
Assim, concluimos que:

e Os autovalores da matriz densidade reduzida w, = A? sdo iguais aos quadrados dos valores
singulares.

e As duas matrizes densidade possuem o mesmo espectro.

e As bases de Schmidt sdo os autovetores das matrizes densidade.

IV. Fungdo de Onda Truncada

A pergunta que queremos responder, de qual seria a melhor escolha para a base {|a)} para
construir a fungdo de onda dada pela Eq.(20), pode ser colocada da seguinte forma: Dada uma
matriz ¥ qual seria a matriz ¥ com o posto fixo em m que minimiza a distancia de Frobenius entre
as duas matrizes?

Ordenando os autovalores da matriz densidade reduzida em ordem decrescente w1, wy, ..., Wy, ...

¢é imediato ver que a distancia de Frobenius entre essas duas matrizes é dada por
S=¥-¥= ¥ w (35)

Assim, a base que minimiza tal diferenga é aquela formada pelos autovetores da matriz
densidade com os m maiores autovalores.

10

/(Ur
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V. O Mf£rtopo DMRG

Depois das consideracgdes anteriores, sobre diagonaliza¢des truncadas e matrizes densidade
reduzidas, podemos partir para a apreciacdo do método DMRG propriamente. Apresentarei
aqui as ideias dos dois algoritmos conhecidos por DMRG de tamanho infinito e de DMRG de
tamanho finito. O objetivo do primeiro esquema é tratar de sistemas em que se esta interessado
no limite termodindmico, ou seja, tratar de sistemas muito grandes. O esquema finito, por outro
lado, visa prioritariamente sistemas com um nuamero de sitios fixo 'L/, apesar de ser possivel
o estudo do limite termodindmico através desse algoritmo também. Comegarei a apresentagao
pelo esquema infinito, tendo em vista que elementos desse método também estdo presentes no
algoritmo finito.

I. DMRG de tamanho Infinito

Assim como no método NRG, ambos os esquemas adotados pelo método DMRG necessitam de
duas estruturas bdésicas, a saber: blocos e sitios. Mas, neste novo caso, como descrito na se¢do
sobre a matriz densidade, teremos o surgimento de mais uma estrutura: o superbloco. No caso
do algoritmo ’infinito’, o superbloco é formado por um ‘bloco aumentado’ (composto de um bloco
acrescido de um sitio) e sua ‘imagem espelhada’ como visto no esquema da fig.(3). Esse esquema
segue as seguintes etapas:

1. Aumenta-se a cadeia de sitios até que a dimensdo do Espaco de Hilbert tenha ultrapassado
o limite m. Este serd o primeiro bloco aumentado.

2. Foma-se o superbloco adicionando um bloco aumentado “espelhado” a direita do nosso
primeiro bloco aumentado.

3. Diagonaliza-se a matriz hamiltonina do superbloco (utilizando rotinas do tipo Lanczos ou
Davidson) para se obter o estado fundamental |[¥) = Z;;¥;; [i) |/)-

4. Calcula-se a matriz densidade reduzida referente ao bloco a esquerda (sistema).

5. Executa-se a mudanga de base do bloco a esquerda para a base formada pelos m autoestados
da matriz densidade com os maiores autovalores. A mudanga para a nova base deve ser
aplicada a Hamiltoniana e a todos os operadores envolvidos na intera¢do entre os blocos.

6. Adiciona-se um novo sitio, com d estados possiveis, aos blocos & esquerda e a direita para
formar blocos de dimensdo d x m e reitara-se os passos de diagonalizagdo e truncagem. O
processo pdra quando a diferenca na energia entre dois passos sucessivos varia dentro de
um intervalo AEj preestabelecido ou quando atingimos o tamanho desejado para o sistema.

Veremos como esse método funciona em um exemplo prético e reduzido a seguir.

II. Exemplo de um tinico passo do método DMRG

Para exemplificar as etapas do método DMRG vamos, novamente, pensar numa cadeia unidi-
mensional de 'spins’, submetida a um Hamiltoniano de Heisenberg. Inicialmente comegaremos
com um tnico sitio compondo nosso bloco de modo que para esse sitio tenhamos dois possiveis
estados

b1) = 11), [b2) = 1) (36)

11
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Seguindo a nomenclatura utilizada em [7], designaremos um bloco contendo p sitios e que é
descrito por uma base de dimensao g por B(p,q), assim inicialmente temos um bloco B(1,2). Para
nosso bloco inicial, que é constituido de um spin isolado, o Hamiltoniano é nulo

Para construir nosso ‘bloco aumentado’ adicionamos mais um sitio a cadeia. Nesse caso, a
base do bloco coincide com a base que descreve o sitio adicionado,

di) = I1), |d2) = [4). (37)

Agora, a base para o bloco aumentado pe formada por

b1) = [11)
[b2) = 1)
[b5) = [41)
b3) = [44)

Agora, o Hamiltoniano H, para o bloco aumentado B(2,4) possui termos ndo nulos e descreve
as interagdes entre os sitios dentro do bloco B(2,4). O Hamiltoniano H, serd igual ao Hamiltoniano
do bloco inicial Hp, que descreveria as interagdes internas ao bloco, mais os termos de interacéo
entre o sitio mais a direita do bloco e o novo sitio adicionado. Utilizando a base acima temos que
o Hamiltoniano de Heisenberg para o bloco aumentado fica

1
He = Hp @1+ 5@ Sj+ 5 (S @ 57 +5, ®S]) (38)

00
HB:(O 0>’

teremos o mesmo resultado obtido na discussdo do método NRG, a saber:

Lembrando que

1 0 0 0
110 -1 2 0

H_Z 0 2 -1 0 (39)
0 0 0 1

A construgdo do superbloco é realizada conectando-se ao bloco aumentado (posicionado a
esquerda) outro bloco aumentado (a direita) como mostra a fig.(3). No processo dito infinito’, o
bloco aumentado a direita serd a copia espelhada do bloco aumentado a esquerda. O Hamiltoniano
do superbloco deveré ter, além dos Hamiltonianos de cada bloco aumentado, operadores que
descrevam a interagdo entre o sitios que unem os dois blocos aumentados. Por exemplo, o
operador (S;")., que representa o operador S* para o spin mais a direita do bloco aumentado (on
the rightmost site of the enlarged block), escrito em termos da base do bloco aumentado fica:

(SH)e=1,®8; (40)

As representacdes para os operadores (S; ). e (S7). seguem de maneira andloga. A base para
o superbloco é obtida com o produto tensorial das bases dos dois blocos aumentados:

12
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0\ (i
2 2 41
By |9 k) @
|b3) )
Escrevendo explicitamente, temos:
[T11) by)
1114) b5)
[T11) b3)
) b;)
T411) bs)
1141) bg)
m m iTmi béi
1 AT [ AT I
IR A S ) b3) 4
1)) Iy [L114) bio)
) biy)
[ biy)
1) bis)
[ bia)
L) bis)
D) bie)

Assumindo que se deseja estudar as propriedades do estado fundamental, podemos explorar a
conservacdo de 5% e o fato que o estado fundamental pertence ao subespago com S* = 0. Assim,
vamos nos concentrar nos estados que respeitam a tal simetria, ou seja:

5% = (b = 111
5%y = |B) = 1)
%) = (53) = 1)
) = [Bo) = 14114
1Y) = [by) = )
65%) = Iba) = 1)

O Hamiltononiano do superbloco terd trés parte: dois termos que contém os Hamiltonianos
internos de cada bloco aumentado (B(2,4) e B'(2,4)) e um termo referente a interagdo dos sitios
entre esses dois blocos:

1 _
Hy = He @1 +1e @ Ho + (57)e @ (S7)e + 5 [(57)e @ (57 )e + (S2)e ® (S3)e] (43)

onde os operadores com "linha"sdo aqueles referentes ao espaco de Hilbert do bloco a direita.

Dessa forma, a representacdo do de H; na base {‘bf(o) >} (subespago em que S* = 0) fica dada por:

13
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1 0 2 0 0 0

0 -1 2 2 0 0

o_1f2 2 -3 0 2 0
Hs 4|0 2 0o -3 2 2 (44)

0 0 2 2 —-10

0 0 0 2 0 1

O menor autovalor dessa matrix, que é a energia do estado fundamental, é igual a Ey =
(1/4)(3 +2+/3) cujo autovetor é dado por

1
1+3
1 —2-4/3

24/3(2+3) _12;\/‘?
1

A fim de decidir quais dos estados do bloco B(2,4) sdo os mais importantes para o estado
fundamental do superbloco precisa-se estudar a matriz densidade reduzida dada pelas Eq.(21) e

Eq.(22). Combinando a Eq.(46) com a Eq.({#3) obtemos

[¥o) = (45)

)
! b) ® |by)
\bz(z)> by) ® |bY)
B0 | | e n) 6)
165”) b ®by) |
1520y b3) ® |bz)
5 by) ® [b)

Dessa forma podemos identificar os coeficientes da expansdo dada pela Eq.(47) (e pela Eq.(18))
concluindo que somente os coeficientes W14, Y22, Y23, Y32, ¥33, Y41 sd0 ndo nulos. Dessa forma,
a matriz densidade reduzida, obtida calculando o trago sobre os estados do bloco B'(2,4), serd

dada pela Eq.(48).

[¥o) = Y% b) ® |bF ) 47)
L]
1 0 0 0
_ 1 0 11+6v3 —2(5+3V3) 0 (48)
p_12(2+\/§) 0 —25+3v3) 11+6V3 0
0 0 0 1

Note que a matriz densidade p tem a mesma forma, bloco diagonal e simétrica, da matriz
Hamiltoniana do bloco aumentado H,, de modo que teremos os mesmo autovetores, estados de
singleto e de tripleto, cujos autovalores sao:

1

Ef=—— ~002 49

T 1202+ 3) )

E; = M ~ 0.94 (50)
12(2 + V/3)

14
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Assim, tomando os dois estados com maiores autovalores, um estado de singleto e um dos
estado do tripleto, e ordenando de maneira decrescente nas linhas de uma matriz, temos nossa
matriz de mudanca de base, truncada com m = 2 e ordenada:

(0 1/vV2 —1/V2 0
U= ( 1 0 0 0/ (1)
A matriz Hamiltoniana na base truncada fica
1/ -3 0
_ t_

Note o subescrito B(2,2) utilizado na Eq.(52). A ideia geral dos esquemas NRG e DMRG ¢é
aumentar o nimero de sitios do sistema sem com isso aumentar a dimesdo do Espago de Hilbert
para além de um ntimero m maximo. Logicamente essa mudanca de base deve ser efetuada
sobre todos os operadores relevantes para a formagao do superbloco, que no nosso caso sdo os
operadores (S;")e, (S; )e € (S%)e.

Deve-se ser dito que esse foi um exemplo super reduzido do método DMRG. Com a intencédo
de apresentar as estapas de construgdo do Hamoltoniano do superbloco, construcdo da matriz
densidade, truncagem e rotacdo para a nova base de autoverotes da matriz densidade da maneira
mais simples e econdmica possivel, estipulamos que a dimesdo do espago de Hilbert deveria ser
no maximo m = 2.

Digamos que tivessemos escolhido m = 20, antes de iniciarmos o processo de diagonalizagdo e
truncagem, teriamos que crescer o sistema até atingirmos 5 sitios com 2° = 32 estados, somente
a partir desse ntimero ultrapassariamos a dimensdo maxima 20. Assim, a primeira truncagem e
mudanga de base levaria a form¢do de um bloco B(5,20) e os proximos passos levaria a blocos
com mais sitios mas com o espago de Hilbert de dimenséo fixa em m = 20. Esquematicamente
terfamos : {B(1,2) — B(2,4) — B(3,8) — B(4,16) — B(5,20) — B(6,20) — B(7,20)...}.

Frequentemente utiliza-se a soma dos autovalores dos estados descartados (1 — X ;wq)
como uma medida do erro cometido no processo de truncagem. Esse numero, em alguns casos,
apresenta-se grosseiramente proporcional ao erro na energia. No exemplo anterior que elaboramos
nessa segdo tivemos que jogar fora dois estados do tripleto totalizando um erro de truncagem de
0.04, o que é excessivamente alto. Em cdlculos mais realistas, erros de truncagem normalmente
ndo ultrapassam 10~4.

III. DMRG de tamanho finito

No algoritmo DMRG finito o objetivo é estudar um sistema que tenha um tamanho L fixo e ndo
o limite termodindmico do sistema. Inicialmente, o algoritmo segue todas as etapas do método
infinito, com blocos a esquerda e a direita crescendo simultaneamente. A partir do momento
em que o superbloco atinge o tamanho L do sistema de interesse, o bloco a esquerda continua a
crescer um sitio por vez enquanto que o bloco a direita deve diminuir para manter o superbloco
com L sitios.

O processo segue até termos apenas um sitio no bloco a direita, chamamos esse processo, onde
o bloco a esquerda é calculado para todos os tamanhos possiveis , L — 3 sitios no maximo, de sweep.
Em seguida, aumenta-se o bloco a direita e diminui-se o bloco a esquerda, para esse processo ja
teremos os blocos & esquerda ‘renormalizados’ com as bases obtidas no primeiro sweep. Quando a
base é optimizada para um bloco de tamanho especifico por meio do processo de renormalizagéo,
o resultado deve ser armazenado na memdria para que possa ser utilizado como bloco environment
no proximo sweep.
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end of infinite block S 2 sites block E

DMRG | [OO| |

environment
growth | (retrieved) JO O|<+— I

system size

minimal I:Io O| |

system

growth O @] (retrieved) |

end of finite

Figura 5: Esquema de um processo de varredura no método DMRG finito (imagem retirada de [9]).

1. Aumenta-se a cadeia de sitios, aplicando o processo DMRG infinito, até que o tamanho do
superbloco tenha o tamanho L desejado. Depois de cada mudancga de base os operadores
devem ser "salvos’ na memoria.

Aumenta-se o bloco a esquerda para [ + 1.
Recupera-se o bloco de tamanho L — I — 2 da memoria.
Aumenta-se o bloco a direita para L — [ — 1 sitios.

Forma-se o superbloco de tamanho fixo L.

S T

Diagonaliza-se a Hamiltoniana do superbloco, cacula-se a matriz densidade reduzida do
bloco a esquerda..

7. Muda-se a base do bloco aumetado a esquerda e guarda-se na memoria.

8. Continua-se o processo de crescimento do bloco a esquerda a partir da etapa 2 até que o
bloco a direita tenha um tnico sitio.

9. Inicie um novo sweep, agora da direita para esquerda e utilizando os blocos a esquerda
obtidos no sweep anterior.

10. Reitera-se os processos de varredura até que a diferenca na Energia esteja dentro de uma
tolerancia predefinida. E comum que o processo seja encerrado quando ambos os blocos
tenham o mesmo tamanho, a chamada "configuracado simétrica".

O esquema da fig(5) mostra o processo de varredura (sweep) do método DMRG finito. Esse
processo funciona como loops autoconsistentes de métodos variacionais. Assim, método DMRG
finito pode ser formulado como um método variacional no qual se deseja minimizar o funcional
de Energia.
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VI. MEeDINDO OSERVAVEIS

O célculo da energia esta embutido no algoritmo DMRG, a cada passo do algoritmo a matriz
Hamiltoniana é diagonalizada e o estado fundamental é tomado para a construgdo da matriz
densidade. Pode-se verificar que, no método finito, o menor valor de energia se obtém na
configuracdo simétrica. De maneira que é comum usar a configuragdo simétrica para a obtencao
de outros observaveis de interesse.

No geral, estamos interessados em valores esperados de correla¢des locais de n-sitios O.(n.)“ .=

Jin
Ofl) e Ofl) com relagdo a algum autoestado do Hamiltoniano. Os mais relevantes sdo os casos
em que n = 1, para densidade e magnetizacdo local, e n = 2, para correla¢des de densidade, spin e
de criacdo-aniquilacdo de dois sitios da cadeia. Primeiramente, vamos considerar a estratégia para
lidar com o caso em que 1 = 1. O processo de crescimeto do método DMRG impde a necessidade
de trés passos para o célculo de correlacdes desse tipo:Inicializagio, Atualizagio e Cdlculo final.

Inicializacdo Seja Op um operador que atua no sitio p. Quando esse sitio p é adicionado ao bloco
de tamanho (i — 1), (s; | O, | s}) é calculado. Seja {|a;)} a base reduzida que descreve o novo
bloco, que inclui o sitio p, e {|a;_1) } a base do bloco antigo, teremos entdo

(0 |Oplaf)y = Y (ailai_gsi) (si| Op|s}) (wist|af). (53)

!/
ni_1 Si Sl-

Atualizagio A cada passo do algoritmo DMRG, ocorre uma mudanga de base de {|«;)} para
{|ai+1)}. Como O, néo atua no novo sitio o operador se transforma da forma

(@iv1|Op ) = Y (i1 |aisi) (a; | Op | o) (afs; | af) . (54)

!
1% le- Si

Cilculo final Depois do tltimo passo do algoritmo, teremos o bloco a esquerda (sistema) descrito
pela base {|a)} e o bloco a direita (ambiente) descrito por {|B)}. Dessa forma, saberemos
calcular (x| ) e, assumindo que O, atua num sitio pertencente ao bloco a esquerda, (O, )
fica

<w\©p|¢>=Zﬁ<¢\aﬁ><a|0p|a’><«’ﬁ|¢>- (55)

Para tratar de correlagdes entre observaveis que atuam em diferentes sitios da cadeia, Op e O %
devemos levar em consideragdo dois casos distintos: (i) ambos os sitios pertencentes a dlferentes
blocos ou (ii) os dois sitios pertencem ao mesmo bloco. Ao utilizarmos o esquema de sistema
finito para o método DMRG, podemos, para um mesmo par de sitios p e g, estar em uma situacdo
ou em outra, dependendo de qual etapa de um processo de verredura (sweep) estivermos. Veremos
que a configuragdo (i) é mais vantajosa para medirmos os observaveis.

I. Operadores em Blocos Separados

Vamos assumir, primeiramente, a situagdo genérica em que, em um dado momento de uma
varredura, tenhamos os dois operadores em blocos separados. Seja {|«)} a base que descreve o
bloco & esquerda e {|B)} a base utilizada para representar o bloco a direita, o estado fundamental
serd dado por
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) =)_ (@B y) |aB) = )_vaplaB). (56)
ap ap
Dessa forma, a correlagdo entre os observéaveis fica dada por
(6:05) = (¥]6:0;]v)

= Z wZ/ﬁ/lPaﬁ <a”3/ ‘ OPO‘; ‘ 0‘,8>
04,3,04’[3’

- ﬁz/ﬁ/ Yopbap (2| Op @) (B'| O} | B)

= ) Yup¥up(Op)aa(Of)pp. (57)
tX‘B,tX"B’

II. Operadores em um Mesmo Bloco

A maneira correta de se tratar o caso em que ambos os operadores atuam no mesmo bloco é por
meio da defini¢do do operador Op; = O,0;. Dessa maneira, temos seguinte expressao para a
correlacdo:

<lp‘éﬁé; ‘/’> = (¢[Op | ¥)
= ﬁzfﬁ, Vg up (& | Opg [ ) (B'| B)
= Z w:c’ﬁ’¢aﬁ(opq)a'a- (58)

ap,a

(000%)

Vemos que seria necessdrio armazenar o operador composto, juntamente com os operadores
individuais a cada passo do método. Precisamos representar esse operador composto com a
mesma base (que passou pelos processos de rotagdo e truncagem) que utizamos para o operador
Hamiltoniano. Calcular esse operador como produto de dois operadores individuais, representa-
dos por uma base atualizada, é uma deve ser evitado. Pois, imagine que Op atue dentro bloco de
tamanho (i —1) e Oq atue num sitio que acaba de ser conectado ao bloco, dessa forma teriamos

os valores de <¢xi,1 ‘ (A)p(A);

oc§71> e (s;| Oy |s!) e em termos da nova base {|a;)} = {|a;_1) @ [s;)}
para o bloco aumentado o operador composto ficaria

<"‘i | Opoq | "‘§> = Z (oj [ 1) <"‘z‘71 ‘ OP | "‘§71> <Si

! /
Xi_1 Si 0(]-_1 S]-

A/
Oq

) (g ) (59)

de modo que esse operador deve ser atualizado até que se atinja o passo final para o calculo
definitivo. Assim, fica evidente que armazenar e atualizar todos os "operadores duplos"seria
impraticavel. A melhor opgdo, portanto, é calcular os operadores individuais e calcular a correlagdo
apenas quando os sitios estiverem em blocos distintos, usando o procedimento descrito na secédo
anterior.
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VII. CoNCLUSOES

O atual estagio da tecnologia em conjunto com o trabalho criativo de pesquisadores tem nos
permitido avancar cada vez em entendimento das propriedades fisicas de sistemas de muitas
particulas. Os métodos DMRG sdo exemplos de tais conquistas criativas que se tornaram ferra-
mentas valiosas para o trabalho cientifico. O trabalho realizado mais recentemente, acerca de
temas relacionados a informagdo quéntica, tem permitido a adaptacdo dos métodos DMRG a
outros contextos e, também, a melhora dos resultados em situagdes j4 tradicionais.

Esse trabalho buscou enfativar a estrutura e as ideias bésicas para a elaboragdo do método
DMRG, assim, foi dada atencdo em alguns aspectos técnicos que considerei importante para uma
primeira abordagem do tema. Apesar de importantes discussdes, sobre convergéncia e validade
do método, tenham sido omitidas pontuo que nido se pode determinar a utilizacdo de um método
numérico sem que esses pontos sejam verificados com cuidado. A intensa atividade relacionada a
entender as limita¢des dos algoritmos DMRG, bem como a de ampliar sua atuagdo e melhorar
sua precisdo, mostra o tamanho do impacto do trabalho de Steve White e exemplifica o trabalho
colaborativo da ciéncia.
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