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1 Introducao

Apesar de amplamente conhecidos desde a antiguidade, os fené6menos magnéticos sdo, ainda
hoje, objetos de intensa pesquisa. Isso se deve, principalmente, ao interesse tecnolégico associ-
ado a industria de gravacdo magnética, que desempenhou um papel decisivo no desenvolvimento
dos computadores em geral, além de aparelhos de dudio e video [1]. Neste contexto, o principio
fundamental do armazenamento de dados é que a informacgao pode ser decomposta em unidades
bindrias (ou bits), e o controle da cria¢do ou aniquilagao dos bits em um meio magnético depende,
direta ou indiretamente, da utilizacdo de materiais que apresentam magnetizacdo espontanea
— qualificados como ferromagnéticos. A existéncia desta caracteristicas em solidos, ligas ou
estruturas de menor dimensao (monocamadas e aglomerados) esté relacionada, necessariamente,
a presenca de efeitos microscopicos na amostra. De fato, o ferromagnetismo de sistemas meta-
licos, em especial os que incluem metais de transicdo, estd sujeito a uma dualidade aparente no
comportamento dos elétrons da camada d [2]. Por um lado, a natureza itinerante do estado fun-
damental desses elétrons pode ser descrita pela teoria de bandas [3]; de outro, em temperaturas
finitas, os mesmos portadores de carga apresentam propriedades inicialmente atribuidas apenas
a sistemas com momento magnético localizado.

A magnetizacdo espontdnea é um exemplo claro de pardmetro de ordem, cujo aspecto
fundamental é a existéncia de uma temperatura critica (T¢), responsével pela separacao de
duas fases do sistema: ordenada e desordenada. No caso do ferromagnetismo, para tempera-
turas acima de T a magnetizacdo torna-se nula, enquanto, para temperaturas abaixo deste
valor, ela é caracterizada por uma quantidade nao-nula. O conceito de pardmetro de ordem,
introduzido por Landau, estabelece uma nova varidvel termodindmica necessaria para a descri-
¢do da fase ordenada. Cabe ressaltar que a transigdo ferromagnética é acompanhada por uma
quebra de simetria de reversdo temporal espontianea, forcada naturalmente por uma questao
de minimizagao de energia. No estado ndo-magnético (fase desordenada), os spins se orientam
em dire¢bes aleatorias, o que produz uma magnetizagdo liquida nula na amostra. Por outro
lado, como veremos mais adiante (na Eq. 1), o alinhamento dos spins, mediado pela interagao
existente entre eles, pode provocar o efeito macroscopico de magnetizacdo nao-nula.

A teoria moderna do magnetismo, concomitante com o advento da Mecanica Quéntica, atin-
giu recentemente um progresso consideravel no esclarecimento dos comportamentos como os
descritos nos paragrafos anteriores, que estdo na génese dos efeitos magnéticos. Entretanto,
os modelos atualmente disponiveis ndo sdo capazes de dar suporte tedrico a todos os fend-
menos, magnéticos ou deles derivados, verificados pela experiéncia. Tampouco nos permite o
dominio racional completo sobre os possiveis novos materiais. A combinacdo de elementos com
ocupagoes eletronicas de valéncia e nimeros atomicos distintos — que definem, por exemplo,
a relevancia dos efeitos relativisticos, e, consequentemente, do acoplamento spin-6rbita [4] —,
organizados em arranjos com diferentes ntimeros de coordenacdo e tipos de vizinhanca, da ori-
gem a fendbmenos ndo observaveis em escala macroscopica, tais como: a formacao de skyrmions
[5-7], frustragoes magnéticas [8], efeitos de paridade [9, 10], e interacdes de longo alcance do
tipo Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) [11-14]. Além disso, o magnetismo em sistemas



fortemente correlacionados (e.g. supercondutores [15]) ndo é bem entendido. Mesmo assim, o
seu forte emaranhamento com a estrutura eletronica e efeitos de correlagdo nestes materiais,
emergentes das interacdes em um sistema de muitos corpos, torna-o um dos ramos mais inte-
ressantes e desafiadores da Fisica do Estado Sélido. No presente trabalho, nos concentramos na
apresentacao das solugoes do modelo de Ising em 1D e 2D, as mais simples e usuais aproximacoes
da hipotese de Heisenberg para o magnetismo, baseada nas interagoes entre spins. O artigo esta
organizado da seguinte maneira: na Sec¢ao 2, abordamos uma perspectiva histérica das teorias
elaboradas até a década de 20, entre elas as teorias de Weiss, Heitler-London, e de Heisenberg;
por sua vez, na Se¢ao 3, realizamos uma rapida introducdo do modelo de Ising, e, logo em
seguida, as solugoes explicitas dos casos uni e bidimensional; por fim, na Se¢do 4, expomos
nossas consideragoes finais.

2 Ferromagnetismo no inicio do século XX

A primeira tentativa de explicar o fendmeno da magnetizacao espontanea foi proposta por Pierre
Weiss [16] em 1907. Weiss postulou a existéncia de um campo magnético interno ao sélido, deno-
minado campo molecular, constituido de um campo médio efetivo originario das interagoes entre
os momentos magnéticos atdomicos (p) presentes no meio. A relagdo matemédtica para o campo
molecular (B,,) pode ser escrita como: B,, = A,n{(u%), -k, onde n é o niimero de atomos por
unidade de volume; (u7%), representa a média do momento p na direcdo z e a temperatura finita
T, associada ao niimero quantico J; e A, é uma constante de proporcionalidade. Utilizando-se
da definicio da média térmica dentro da Mecanica Estatistica classica para calcular (1%),, e
impondo a condicao de (%), = 0 para T" = T, o modelo de Weiss foi pioneiro no calculo
analitico de uma temperatura critica para a magnetizagdo a campo externo nulo (temperatura
de Curie), abaixo da qual ocorre o ferromagnetismo. A teoria classica elaborada por Weiss de-
sempenhou um papel fundamental no desenvolvimento dos modelos posteriores, essencialmente
ao introduzir a ideia de um alinhamento entre os momentos magnéticos. Ademais, apesar de sua
formulagao anterior ao surgimento da Mecanica Quéntica, o modelo assumia niveis discretos de
energia que se relacionavam aos respectivos valores de momentos magnéticos.

Em 1927, Heitler e London [17] publicaram um célculo quantico para a molécula de Hy (par
eletronico), no qual mostraram a interagéo de troca, J, como consequéncia direta da necessidade
de antissimetrizacdo da funcdo de onda molecular. Esta quantidade depende de ambas as fun-
¢oes de onda dos elétrons no sistema (overlap), caracterizando-se como uma interagao de curto
alcance. A integral de troca na molécula de hidrogénio decai exponencialmente com o aumento
da distancia entre os nucleos, diferentemente da interacdo coulombiana, que decresce com %2,
mais devagar. Assim, o estado fundamental de Hs pode ser representado tanto por um estado
singleto quanto por um tripleto, dependendo do sinal da integral 7. No primeiro caso, é energeti-
camente favoravel que os spins sejam alinhados antiparalelos (J > 0), enquanto no segundo caso
os spins eletronicos alinham-se paralelamente (J < 0). Por sua vez, Heisenberg [18], em 1928,
prop6s um modelo fenomenolégico baseado nos resultados de Heitler e London. E importante
destacar que Heisenberg concebeu inicialmente o modelo para isolantes magnéticos, embora seja
perfeitamente aplicavel para materiais magnéticos com momentos localizados [19]. No modelo, a
interacao entre os spins eletronicos leva ao ordenamento espontaneo. Dessa maneira, de acordo
com a referéncia [18], o magnetismo derivava exclusivamente das interagoes elétron-elétron no
material, sem se importar com a influéncia dos nucleos. E mais ainda: baseava-se no carater
quéntico dessas interagoes. Ao contrario da molécula de hidrogénio, nos ferromagnetos (Fe, Co,
Ni) o estado com maior spin total é o de menor energia, e, portanto, no estado fundamental
todos os spins eletrénicos tendem a se ordenar paralelamente. Esta explicacdo para a natureza
do ferromagnetismo é também atribuida a Frenkel [20] e Dorfman [21]. O modelo de Heisenberg
proporcionou uma interpretacao fisica do porqué, na teoria de Weiss, os momentos magnéticos
estariam alinhados a priori em um ferromagneto — embora os spins, nesta teoria, sejam tratados



como observaveis quanticos. Por outro lado, ilustrou a situacdo de um material ndo-magnético
como consequéncia de uma distribui¢do desorganizada (ou aleatéria) dos spins. A Hamiltoniana
resultante do modelo de Heisenberg () pode ser definida como se segue:

H = _Zuﬂnsl *Si+n _gj:U’BBethSZZ (1)
l,n !

na qual s; representa o operador de spin total no sitio ¢, de tal maneira que o produto escalar
SiSj = % (s;F 5; +5; sj) + s;s% pode ser expresso em termos dos operadores de escada st =
(s* £1isY); g;j é o fator de Landé; By simboliza a magnitude do campo magnético externo
aplicado ao longo do eixo z; e, finalmente, {s*, s¥, s*} sdo as componentes de s nos eixos x, y, €
z, respectivamente. Em termos gerais, a interagao entre os spins, mediada pela integral de troca
Jni, € descrita pelo primeiro termo, ao passo que o segundo termo representa a interagdo dos
spins locais com um eventual campo magnético externo. A obten¢do da Eq. 1 representou um
importante passo para a caracterizacdo, mesmo que qualitativa, de sistemas que apresentavam
magnetizacao liquida sob determinadas condigoes. O ordenamento magnético, portanto, estava
sempre sujeito a uma competicdo com a temperatura: quanto maior fosse a energia térmica para
uma mesmo parametro de troca J, até certo valor critico, o alinhamento entre os spins tornava-
se menos efetivo e mais custoso, diminuindo os efeitos de magnetizacdo espontdanea no sistema.
Claramente, a Hamiltoniana microscépica de Heisenberg (Eq. 1) — apesar de explicita, e, em
tese, suficiente para descrever o comportamento magnético de um sistema de muitos corpos —
nio tem solucio trivial. A razdo é simples: em uma estrutura volumétrica (bulk)! ha sempre
um numero muito grande de constituintes (N — o0), e, associado a cada um deles, uma nuvem
de elétrons complexa, em alguns casos localizada, em outros espacialmente extensas devido
as hibridizagdes com o meio. Deste modo, o tratamento individual das interacGes entre os
spins eletronicos na Hamiltoniana microscépica torna-se dificil de lidar nos casos mais gerais.
A fim de superar este impasse, convém supor que o mesmo cendrio fisico do problema pode
ser obtido com a substituicio da Hamiltoniana microscopica pela Hamiltoniana de exchange,
que considera as interagoes entre os spins atbmicos, ou, simplesmente s — S [22]2 — escrita
equivalentemente & Eq. 1. A consideracao dos spins atdmicos no modelo deixa-o mais préximo
do esbogo elaborado por Weiss, no qual o campo molecular originava-se das interagdes entre os
momentos magnéticos dos atomos. Embora a substituicao s — S facilite de forma consideravel
a resolucdo da Hamiltoniana, ainda o elevado nuimero de sitios atomicos nao equivalentes no
sélido cristalino (isto é, com interagoes assimétricas entre spins), acrescido do fato de existir um
operador relacionado a cada sitio, impede a demonstragao de uma solugio tnica e geral deste
modelo.

Diante das dificuldades em se resolver a Hamiltoniana de exchange para um sistema real,
diversas aproximagoes surgiram ao longo do tempo. Uma delas é a chamada solugao de campo
médio. Uma vez que o produto de operadores de spin nao ¢é facil de tratar para além das
interagoes entre primeiros vizinhos, os termos em pares (S; - S;1,) da Hamiltoniana podem ser
condensados na interagdo de um unico spin S; com o campo (médio) efetivo produzido por sua
vizinhanca. Além disso, também é conveniente supor que a integral de troca é isotrépica e
apenas diferente de zero para os primeiros vizinhos. Isto porque frequentemente os valores de
J extinguem-se em longas distancias; veja, por exemplo, os parametros de troca calculados, via
métodos ab initio, para o Ni (FCC) e Co (FCC) na referéncia [23]. Portanto, equivale a escrever:

Jo, sel e n sdo sitios da primeira vizinhanca

0, caso contrario

LA investigacdo das propriedades magnéticas dos materiais foi, originalmente, voltada para sistemas bulk.

2Também podemos pensar nessa transformacéo como um acoplamento entre os spins dos diferentes elétrons
“internos” aos dtomos, formando seu spin total S. Perceba que a notagdo s (mindscula), no texto, refere-se ao
operador de spin associado ao elétron.



Sem perda de generalidade, o operador de spin S genérico pode ser substituido pela soma de seu
valor médio ((Si)) com os desvios (ou flutuagoes) a ele associados, dados por (Sx — (Sg)). Ou,
simplesmente: Sy = (Sg)+(Si — (Sk)). Colocando esta expansao, ainda exata, na Hamiltoniana
de exchange com Beyt = 0, e levando em conta a hipétese da Eq. 2, ficamos com:

+ cte. (3)

Hem = =200 Z Sy - [Z <Sl+n>] —J Z (St) - (St4n) = =200 Z Si - [Z (St-+n)
] !

n n#0 n

Para o primeiro termo da Eq. 3, podemos definir o momento magnético m = 27>, (S;4n) =
2pJo (Si+n) resultante da interacdo entre os spins atdmicos dos primeiros p vizinhos do sitio
[. Entdo, a Hamiltoniana de exzchange de campo médio (Hca), a menos de uma constante, é
naturalmente reescrita como Hear = > ; S; - m, diagonal no indice [ e, portanto, solucionavel de
modo imediato. Supondo, por simplicidade, que todos os {ons do material tenham spin S = %
e que o momento magnético m orienta-se na diregdo z (m = mk), a fungao de particdo Zcps
associada a Hamiltoniana de campo médio seré:

1

m mA N
Zom = zi:e_ﬂEi = (eBT —I—e_BT) ; com 3 = T (4)
onde m = |m|, N representa a quantidade de sitios considerados no problema, e lembrando
que os autovalores permitidos das projecoes de S no eixo z sdo S, = i%. Assim, com a forma
explicita da func¢ao de partigdo (Eq. 4), as propriedades termodindmicas do sistema podem ser
facilmente obtidas. Na verdade, a medida que a hipétese do campo médio transforma o modelo
de Heisenberg em um modelo de Weiss por construcao, a solu¢do do problema também é dada

por uma fungéo de Brillouin [4].

3 O modelo de Ising

3.1 Preambulo

Outra aproximacio para a teoria microscépica de Heisenberg é o chamado modelo de Ising [24]3.
Até o presente momento, este é o inico modelo classico quase-realista de um sistema de muitos
corpos — e que apresenta transicao de fase — rigorosamente resolvido para as dimensdes D = 1
e D = 2*. Por volta de 1920, o fisico alemao Wilhelm Lenz prop6s ao seu aluno Ernst Ising um
problema estatistico baseado nas interacoes entre spins, que foi resolvido exatamente para o caso
unidimensional. Lenz concebeu originalmente esta ideia para o estudo de fendmenos magnéticos
em materiais isolantes. Como veremos na Sec¢ao 3.2, adiante, Ising demonstrou que o problema
em 1D ndo manifesta uma transicdo de fase a temperatura finita, o que foi, de certa forma,
decepcionante para ele na época. Ademais, somou-se a isso o fato de ndo se ter conseguido
resolver de imediato o modelo para duas ou trés dimensoes. Este problema ficou em aberto até
a solugdo exata de Onsager [26] na década de 40, embora Peierls [27] tenha demonstrado, alguns
anos antes da publicagdo de [26], que a magnetizacido espontéanea surgia naturalmente no caso
bidimensional, sem atingir, entretanto, sua solugao de fato.

No modelo de Ising, o operador de spin S é tomado como unidimensional e apresenta apenas
dois estados possiveis: o spin up (1), que assume o valor +1, e o spin down ({), de valor
—1. Trata-se de uma hipotese elaborada para sistemas de spins com uma direcao privilegiada,

3Note que a data de publicacdo (1925) é anterior & atribuida para o modelo de Heisenberg (1928). Assim, a rigor,
Lenz nao prop6s um modelo baseado na interpretagao de Heisenberg para o magnetismo, mas concomitantemente
definiu um Hamiltoniano estatistico fundamentado na existéncia das interagdes entre spins.

4A solugdo analitica para D = 3 talvez seja possivel, no entanto ainda ndo é conhecida. A partir de simulagoes
Monte Carlo, sabe-se que o expoente critico para a magnetizacdo de saturagdo (M, x |Tc — T|B, T < Tc) no
caso tridimensional do modelo de Ising é 5 = 0,325 [25].



existente, por exemplo, em determinado material bulk com elevada anisotropia cristalina axial.
Ou seja, na funcdo Hamiltoniana que define o modelo, o produto escalar do primeiro termo da
Eq. 1 é substituido por uma simples multiplicagdo de valores S = +1 de spin associados aos
sitios genéricos k. Em adigdo, a hipé6tese da direcdo privilegiada dos spins (e.g. paralela ao eixo
z) extingue os termos do tipo S;S57 e SY 5’;?', resultantes do desenvolvimento do produto interno,
pois assume-se que estes sao despreziveis em comparagdo a 57 S7. Consequentemente, a notagao
z em S7 torna-se um “indice mudo”, que, portanto, pode ser descartado. Enfim, a Hamiltoniana
que caracteriza o modelo de Ising pode ser escrita da seguinte forma:

His ==Y JinSiSin — it Bext Y Si (5)
I

l,n

bastante semelhante & Eq. 1. Esta é a aproximagao mais simples que pode ser feita do modelo de
Heisenberg, preservando suas caracteristicas gerais. Embora se conheca atualmente uma solucao
ezata para a Eq. 5 em 1D com campo magnético externo aplicado (Bext # 0), centralizaremos
aqui as explicagOes para a condigdo Beyy = 0, justamente visando procurar alguma magnetizacao
espontanea no modelo, decorrente da interacdo pura entre os sitios bindrios. Além disso, para
fins de simplificacdo, a hipdtese da Eq. 2 sera utilizada nas se¢Oes seguintes.

As possiveis aplicagoes para o modelo definido pela Eq. 5 sdo amplas. Entre elas, podemos
citar: a construcao tedrica de isolantes magnéticos (em particular, aqueles cujos momentos
apresentam forte simetria uniaxial, tal como o DyPOy e o CoCs3Cl [19]); a utilizagdo para
demonstracao e investigacdo, em Mecanica Estatistica, de sistemas que apresentam transicao de
fase; o estudo de ligas binarias, para as quais é estabelecida a correspondéncia entre os estados
S}, de spin e os dois sitios com diferentes espécies atomicas, ao passo que o valor de Jj, substitui
a interacdo entre estes atomos; a utilizacdo como modelo para materiais ferroelétricos; entre
outras. Perante a vasta gama de aplicagoes, intensos esforgos foram direcionados no sentido de
se obter a solucao exata do caso tridimensional, particularmente seguindo o ansatz de Onsager,
mas todos resultaram em tentativas frustradas. Assim, o modelo de Ising em 3D continua um
problema em aberto. Apesar de sua extensa difusdo, poucos trabalhos em lingua portuguesa,
até o nosso melhor conhecimento, reproduziram a solucdo analitica para o caso bidimensional
de Onsager.

3.2 Solucao do caso unidimensional

Considere uma cadeia linear finita contendo N spins localizados submetida a campo magnético
externo nulo. Adotando a isotropia das interagoes de troca como um principio geral (isto é,
cada spin admite unicamente interagdes com seu(s) primeiro(s) vizinho(s), de intensidade Jp),
a fun¢do Hamiltoniana que representa este sistema, elaborada a partir da Eq. 5, & H =
-J Zf\; Il S1S1+1, onde as varidveis genéricas Sy assumem os valores £1. A Fig. 1, abaixo,
ilustra uma possivel configuracdo para o arranjo linear de spins. Como cada sitio tem 2 estados
permitidos, inevitavelmente existem 2V ordenamentos diferentes de spins admitidos para toda
a cadeia. A fungdo candnica de particao associada a este sistema (Zy) é obtida a partir dos
seus estados microscopicos, em semelhanca ao caso classico de um sistema de particulas com
dois niveis de energia. A expressdo final de Zy, portanto, fica (8 = kb%T):

N—-1
Zn =Zn(D) = Z Z Z exp (@70 Z SleH) (6)
=1

{S1}{S2}  {Sn}

na qual {Si} simboliza o conjunto de estados Sp = £1 que caracteriza cada sitio genérico k.
A solucdo mais simples do caso unidimensional é obtida por meio da relagdo de recursao
vinculada & Eq. 6. Ao adicionarmos um spin extra na cadeia — de forma que o total de sitios
passa a ser N + 1 — a nova func¢do de particdo Zy41 do arranjo linear seré:



N-1
Ingr=Zna(Jo) =D D o > exp (530 > Ssz) Y exp(BJSnSn+1)
=1

{S1}{S2}  {Sn} {Sn+1} (7)
=Zn Y. exp(BJoSnSn+1)
{Sn+1}
Jo
3 4 6 N-1
1 2 5 N

Figura 1: Representagdo esquematica de uma configuracao possivel para uma cadeia contendo
N spins. A magnitude da interacao é dada por Jj.

Figura 2: Sitio tnico com spin S; = +1. Note que ndo ha interacgao.

Por construcdo, 3 g, .,y exp (BJoSNSn+1) = ePI0SN 4.e=BI0SN = 2 cosh (BToSN) = 2cosh (BJ),
dado que a fungao cosh(x) é par — logo, ndo depende do sinal do argumento. Dessa maneira,
podemos produzir, partindo da Eq. 7, a relagdo de recursdo Zni1 = 2Zy cosh (8Jp). Se
Zy é a funcao de partigdo associada a um tnico spin (ensemble microcanonico), entdo, utili-
zando o primeiro postulado da Mecanica Estatistica, o qual estabelece que todos os estados
microscépicos de um sistema fechado, com energia fixa, sdo igualmente provaveis, é claro que
Zy =Y, {Sl}eo = 2. O expoente zero se deve ao fato de a energia no modelo de Ising estar
relacionada a interagdo entre pares de spins, de forma que, para um sitio tnico (veja a Fig. 2),
ela é necessariamente nula por definicdo. A relagdo de recursdo entre Zyi1 e Zy nos permite
desmembrar a cadeia de spins em um conjunto de sitios iinicos com energia nula de interacao, ou:
Zni1 = 2Zycosh (BTy) = 22Zn_1cosh? (BT) = ... = 2V Zycosh? (BJ) = 2V coshY (B7).
Sem perda de generalidade, voltando para o caso de um arranjo linear com N spins:

Zn = 2NcoshV 1 (B7) (8)

A Eq. 8 é bastante 1til na determinacdo da existéncia ou ndo de magnetizacdo esponténea
no caso unidimensional, pois estabelece a relacdo direta entre a Hamiltoniana de Ising e as



propriedades termodindmicas do sistema. Por exemplo, a partir de Zy, é possivel encontrar a
funcao de correlagao entre os spins. Neste sentido, é vantajoso generalizar o modelo de Ising
e assumir que a magnitude da interacdo entre cada um dos vizinhos mais préximos e o sitio de
referéncia é arbitraria, o que equivale supor Jy — J;. Assim, a nova Hamiltoniana para a cadeia
de N spins é H = — Zl 1 L 7188111, que, analogamente & demonstracio anterior, leva & funcio
de particio Zy = 2V I1; 11 cosh (8J;). Portanto, a correlagdo entre spins vizinhos S, e Sp11,
(SpSn+1), é dada por:

(SnSny1) = —— Z > 0D SuSntiexp <Z 5.715z51+1>

N {sih{s2}  {Sw}
11 0

— ex J151S141
ZNMJ"{%:}{%} {%} p<25 +>
1 1025 (T, J2, -, IN-1)
ZN B 8\771
N cosh (BJ1) cosh (BJs) .. .sinh (BF,) ... cosh (BTNn_1)

2
- 2N cosh (BJ1) .. .cosh (BTy) - .. cosh (BTN-1) = tanh (8.J,) = tanh (8.50)

Observe que, na ultima igualdade, retomamos a hipétese da Eq. 2. Similarmente, se desejamos
calcular a funcdo de correlagio entre spins pertencentes a m-ésima vizinhanga S, e Sy, 1, na rede
linear, (Sy,Sn+m), devemos lembrar que, como as varidveis genéricas Sy assumem apenas os valo-
res =1 no modelo entdo S? . = 1. Dessa maneira, remetendo a terceira e quarta linhas da Eq. 9,

<S Sn+m> = Zn ﬁlm 8?%1 8Ji+1 ’ BJnfm,IZN = tanh (Bjn) tanh (Bjn—i-l) -tanh (Bjn—i-m 1) =
o tanh (BJn4r—1). Se, novamente, J; — Jo para todo sitio [, entao:

(SnSnt+m) = tanh™ (870) (10)

Com a Eq. 10, podemos enfim responder se ha magnetizagdo espontanea no modelo de Ising
em 1D. Convém utilizar o fato fisico que spins suficientemente distantes um do outro nao se
“enxergam”, isto é, a interacdo proposta pela Eq. 1 decai de maneira drastica (a zero) com a
separacao entre os sitios devido a hipdtese formalizada pela Eq. 2. Logo, no limite termodiné-
mico (m — 00), temos (SpSntm) — (Sn) (Sm), €, como consequéncia da simetria translacional
do eixo no qual estd inserida a cadeia, presume-se que o valor esperado dos spins seja 0 mesmo.
Assim, como a magnetizacdo é basicamente uma medida do spin total do sistema, ou seja,
M(T) = pp (S), podemos escrever o seguinte:

MQ(T) = MQB<S>2 = M2B n}gnoo (Sn) (Sm) = MQB n%gnoo (SnSn4m)
) {MB, se = oo

0, se0 < f <

up, se T'=10 (11)

= M(T) = {
0,5 0<T <00

O resultado mostrado na Eq. 11 indica que modelo de Ising unidimensional apresenta uma

transicdo de fase em T = 0K, mas ndo a temperatura finita — isto é, ndo ha magnetizagdo

espontanea no sistema linear de spins, exceto no estado fundamental. A tendéncia ao alinha-

mento é sempre fraca em T > 0 devido ao baixo niimero de primeiros vizinhos, ndo importando

a magnitude da interacao Jy. A Fig. 3, abaixo, ilustra o diagrama de fases correspondente.



M(T) (up)

T

Figura 3: Diagrama de fase para o caso unidimensional do modelo de Ising.

3.3 Solucgao do caso bidimensional

A solugao exata de Onsager para o modelo de Ising bidimensional baseou-se, originalmente, na
utilizacdo de matrizes de transferéncia, de tal forma que a fungdo de particdo associada
ao sistema pudesse ser obtida pelo trago destas matrizes [26]. O mesmo método pode ser
empregado para resolver o caso unidimensional quando Beyt # 0, resultando em matrizes 2 x 2
que transferem a interacdo entre os pares de spins S; e S;y1, vinculada a magnitude do campo

1

Trata-se, portanto, de uma abordagem bastante semelhante a utilizada na Mecénica Quéntica
atual. A principal diferencga relacionada ao tratamento de uma rede quadrada de spins em
comparacao ao arranjo linear é que estas matrizes possuem dimensao 2" x 2", onde n representa
o numero de sitios em cada fileira. Onsager estabeleceu dois coeficientes de troca distintos, J; e
Jo, relacionados as interagdes de um determinado sitio com seus vizinhos imediatos na vertical
e na horizontal. A cada um destes diferentes tipos de interacio “diagonal-to-diagonal”, associou
uma matriz de transferéncia. Para a obtencio dos autovalores correspondentes, foi suficiente
assumir que ambas as matrizes comutam, e que para qualquer uma delas a matriz inversa pode
ser encontrada. Com a determinacao dos autovalores, Onsager completou a prova derivando a
energia livre de Helmholtz e o comprimento de correlacdo. A partir da primeira demonstracao,
diversas outras alternativas para o problema foram publicadas, entre elas os métodos de Schultz
et al. [28] o de Stephen-Mittag [29].

Ao contréario do caso unidimensional, o modelo em duas dimensbes apresenta uma transicao
de fase ferromagnética (ordenada) < paramagnética (desordenada) & temperatura finita. O
célculo explicito da magnetizacao, M (T'), nao serd desenvolvido na presente se¢do, por se tratar
de uma demonstracao consideravelmente extensa: passaram-se cinco anos entre derivacao da
energia livre por Onsager e o resultado analitico de M (7). Além disso, para fins de simplificagao,
a propria solugao do modelo de Ising bidimensional serd constituida de uma versao mais acessivel
que a original — baseada na formulagdo combinatéria de Glasser, da década de 1970 [30] —, sob

externo aplicado, tendo como estados de base os espinores |S = +1) = <(1)> el|S=-1)= <O>



a hipotese de uma rede quadrada de spins com interagao isotrépica.

Jo

7

Figura 4: Representacdo esqueméatica de uma configuragao possivel para a rede quadrada con-
tendo N = n? spins. A magnitude da interacdo é dada por Jp.

Considere, portanto, um sistema bidimensional de N = n? spins, contendo n linhas e n co-
lunas, submetidas & condigao de que as configuragoes das (n + 1)-ésimas linhas e colunas sejam
idénticas as verificadas para as primeiras fileiras horizontal e vertical, respectivamente (periodici-
dade de contorno). A Fig. 4 representa uma possivel situacao do sistema. Admita também que
a Hamiltoniana correspondente a rede seja equivalente a definida pela Eq. 5, adotando Beyt = 0
e uma interacdo isotrépica apenas entre primeiros vizinhos (Eq. 2), de valor Jy. Assim, esta
Hamiltoniana pode ser escrita como: H = — 7 Z(i, i) S;S;, na qual Z(i,j) simboliza a soma sobre
todos os pares de spins S; e S na primeira vizinhanca. Analogamente aos exemplos anteriores,
desejamos calcular a funcdo candnica de particdo Zn = 3rg,3 (s, - - - 2oqsy) XP (—BH) =
> (5} €XP (—BH) para depois determinar a energia livre de Helmholtz do sistema, definida por
fn = —’“BTT In(Zy). Para isso, dado que S;S; = £1, vamos tomar de inicio a expansao da
funcéo exponencial exp (8J05;5;) = cosh (8Jp) + (Si5;) sinh (8J0) = cosh (BJo) (1 + v (S;S})),
onde v = tanh (87).

Por construcéo, cada spin possui quatro vizinhos mais préximos. Assumindo que a rede é
suficientemente extensa (N — o0), podemos desprezar os efeitos de borda e nos certificar que
existem, entdo, 4N pares de primeiros vizinhos, dos quais 2N sdo iguais. Assim, ha 2N pares
de spins vizinhos distintos a considerar. Isto equivale dizer que para preencher totalmente uma
rede quadrada infinita basta desenhar duas linhas, uma na vertical e outra na horizontal (de
comprimento idéntico), repetidamente no espago — ou seja, a “célula primitiva” desta rede tem
o formato de um L com as arestas de mesmo tamanho. Logo, podemos escrever o seguinte:



ZN = Zexp (570 Z Sisj) = ZGXP (BIJ0Si,Sji) - - exp (BIoSizn Sjan)

{S} (4,7) {S}
=3 [eosh (BJ0) (14 v (S, Sj,)] - - [cosh (BT0) (1 + v (Siyy Sjon))]
{S}
— cosh® (BJ0) S (140 (S,53,)) (1 + 0 (S5.55)) -+ (1 +0 (i Sion) (12)
{s}
= cosh® (B70) Y 1+UZSMSJV+U22 Sj,) + ...
{S} v=1
V#p

Como se observa na Eq. 12, a funcéo de particao depende de termos do tipo Z{s} (SZ‘QS‘ ).. (S‘ Sju)
(produtos de spin). Isto é facilmente notado quando abrimos os somatdérios Z 15,55,
N, (Si,55,) (Siijp), entre outros, em somas explicitas, que ficam submetidas a condlgao

vEp
> (s} Lembrando que cada spin genérico Sj assume apenas os valores +1, os produtos de spin
resultam unicamente em dois valores possiveis, a saber:

2NV se todos os vértices forem de ordem par
Si Si) - (5:,8;,) = 13
{XS;( @) -+ (S0 %3) {0, caso contrario (13)
(a) (b) (c)
|
a I I
(SaS8)  (SaSs)(SpSy) (S2Sp) (SpSy) (SpSu
(d)

v
B 14 I ®
vl =4 |V I I
5
v

e —©

(SaS5) (SpSy ) (SySs)(S5Sa)

Figura 5: Ilustracao de alguns produtos de spin existentes na rede quadrada.
A fim de justificar a Eq. 13, vamos introduzir a representacio grafica dos produtos de spin

ilustrada pela Fig. 5. Podemos pensar nestes termos como interacoes entre sitios que carregam
a intensidade v. Trata-se de uma abordagem muito semelhante & introduzida por Feynman
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na fisica de particulas. Se um diagrama tem vértices de ordem impar (isto é, ligados a um
nimero impar de sitios), a condigdo Y (s} forga seu valor ser zero. Por exemplo, tomando o
produto de spin 3 rgy (SaSs) (SpSy) (Fig. 5 (b)), sdo quatro os valores possiveis para o
termo (S5,53) (S8S5,) = SQSES = (8255): se So =8, =1 = (S45,) = 1; por outro lado, se
Sa =—1,8, =1= (S.5)) = —1; caso So = 1, Sy = —1 = (5,5,) = —1; e, finalmente, se
Sa =8y = =1 = (845y) = 1. Entdo, 3} 14 (SaSs) (S55y) =1 —1—1+1= 0. Obviamente,
neste caso, a condicdo > (s} representa uma soma sobre oito (= 23) distintas configuracdes,
mas, ja que S% = 1, podemos fazer a simplificacdo anterior. O mesmo ocorre para produtos
de spin com diagramas desconectados, como na Fig. 5 (c). Em contrapartida, nos diagramas
fechados (veja as Figs. 5 (d) e (e)), os termos (S;, S}, ) - - - (Si,S;,) no somatério sao sempre
iguais a 1, pois os spins Sy sdo considerados um nimero par de vezes na multiplicacdo. Dessa
maneira, o resultado da condicao > (s} serd basicamente a quantidade de termos na soma, ou
2NV Definindo, entdo, a variavel g;, que simboliza o ntimero total de gréficos formados por I
linhas e exclusivamente por vértices de ordem par, a Eq. 12 pode ser reescrita como:

o, ¢]
Zn = 2Ncosh®N (BJo) Z gt (14)
=0
Em particular, gp representa um unico vértice sem interagao com spins vizinhos (I = 0). E,
como 86 hd um tnico modo de fazé-lo, naturalmente gy = 1. Vale ressaltar que os valores de
g1, 92, g5, € gi1, por exemplo, sdo todos nulos, haja vista a impossibilidade construir diagramas
fechados com esta quantidade de linhas (ou de conexdes), e, entdo, ndo alteram o valor da soma
na Eq. 14. Neste ponto, a solugdo para o modelo Ising bidimensional transformou-se em um
problema de determinacao dos coeficientes g;. Dois novos conceitos se fazem necessarios, uma
vez que irdo acompanhar a derivacdo da energia livre daqui para frente: os nds, constituidos de
vértices de quarta ordem (ou seja, mediadores de quatro interagdes com sitios vizinhos), e os
loops, diagramas fechados que ndo apresentam nés. O exemplo mais simples de loop é o ilustrado
pela Fig. 5 (d).

_/7

Dissocia¢do ou ou
EI

Figura 6: Representacdo esquemadtica do(a) (a) procedimento de dissolugdo de nés (b) decom-
posicao do diagrama com [ = 8 por dissolucao, resultando em 3 familias de loops.

Dissociagao ‘ L
(a) :> — e ou W‘ ~ ou o

Com a finalidade de evitar ambiguidades, também precisamos estabelecer o procedimento de
dissolugao de nés. Isto porque um diagrama fechado complexo (I grande) na rede quadrada
pode ter diversas configuragoes (veja a Fig. 5 (e) para dois formatos possiveis do diagrama
com [ = 12), e o processo de dissolugdo é um algoritmo seguro para a contagem das distintas
configuracoes, sem repeticdo. Existem trés diferentes jeitos de se dissolver um no, ilustrados
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pela Fig. 6 (a), acima. A tltima possibilidade é chamada de auto-intersecgdo, e reproduz aquele
n6 dentro do diagrama fechado. Por sua vez, a Fig. 6 (b) representa o processo de dissolugao
em um diagrama com [ = 8. Assim, a divisdo de k nés de um conjunto fechado de interagoes
transforma-o em 3* familias de loops, aumentando consideravelmente o ntimero de diagramas
separados em comparagdo a quantidade existente de circuitos fechados (I = 4, 8, 16, ...) do
diagrama original. Para retomar o valor correto de g;, o algoritmo da dissolucao associa um sinal
(ou fator de peso unitario) s¢(p) que multiplica o total de diagramas em cada familia, corrigindo
o resultado. Este fator de peso, para cada loop, é definido como s;(p) = (—1)", onde 1 simboliza
o numero de auto-intersecgoes no loop. O mesmo valor de n pode ser obtido considerando-se
a quantidade de angulos 27w “observados” ao longo de um caminho fechado no loop, onde uma
rotagdo em sentido anti-hordrio (hordrio) representa um valor positivo (negativo) do angulo.
Portanto, o fator associado & familia deve ser s¢(p) = [[si(p) = (=1)", com A o ntimero de
auto-intersecgoes presentes na familia. Por exemplo, tomemos o caso do diagrama fechado com
[ =8 (Fig. 6 (b)). Um raciocinio trivial permite concluir que, para este tipo de circuito, ha
apenas uma configuragao possivel (gg = 1) — levando em conta a simetria da rede. Por outro
lado, como pode ser observado na Fig. 6 (b), o processo de dissolugao transforma o circuito de
8 linhas em duas familias de loops sem auto-intersec¢io e uma familia de loops com uma auto-
interseccio. Os fatores de peso associados a elas sao: (—1)” =1 e (—1)' = —1, respectivamente.
A multiplicagao destes pesos pela quantidade de familias derivadas pela dissolucio deve resultar
em gg: 2-1+1-(—1) = 1. Da mesma forma, podemos calcular g; para um grafico com k nos

e [ linhas. Neste caso, ha j = ﬁlj), jeitos de escolher j nés dos k totais, os quais, apds

a dissolugdo, apresentam apenas uma auto-intersecgdo. Os restantes (k — j) nds nao levam a
loops com auto-intersecgoes. Tal como verifica-se na Fig. 6 (a), hd sempre 2 possibilidades

para cada um destes. Assim, existe um total de 2F~J j familias possiveis que podem ser

construidas com j auto-intersecgoes a partir de um circuito com k nés iniciais. Cada uma destas
familias, de acordo com as defini¢oes anteriores, estd associada ao fator de peso sf(p) = (—1)’,

e ,
e o peso somado de todas as familias de loops do gréafico inicial serd: Z?:o 2k—j (]) (-1 =1.

Isto prova que, de fato, os sinais (ou fatores de peso) s¢(p) definidos para o grafico genérico
com k nos corrige o aumento de diagramas provocado pelo método de dissolucao, levando a uma
conclusdo importante: g; é exatamente a soma dos produtos entre as quantidades de familias
loops e os pesos a elas associados, construidas a partir de um circuito fechado com [ linhas.
Sob outra perspectiva, se D; é a soma dos pesos de todos os loops contendo [ linhas, entao
D; também pode ser diretamente vinculado a g;. Isto é realizado por meio da rela¢ao (lembre-se

que go = 1):
<1
g = Zﬁ > DyDy,...Dy, sel>0 (15)
r=1 l1,la, .. ly
Zi lLi=l
Para entender melhor a Eq. 15, retomemos o exemplo do diagrama com [ = 8 (Fig. 6
(b)). A quantidade [; é definida como o nimero de linhas pertencente a i-ésima configuragao
possivel de loop, resultante do processo de dissociagdo do diagrama original. Deste modo, os
loops originados do circuito contendo 8 linhas sé podem ter I; = 4 ou [; = 8. Como a somatéria
estd delimitada pelo vinculo Y, 1; = [, se consideramos a formagcao dos loops quadrados (I = 4),
sdo necessdrios dois loops para manter a quantidade original de linhas. O somatério, neste
caso, fica 371, 15,1, Dy Dy ... Dy =30 1y >, DDy, = (14 1) (1+1) = 4. Obviamente,
Zi 1=l l1+12=8
os valores de D;, e D;, sao determinados a partir da definicdo de D;: o peso s;(p) do loop
com | =4 é s;(p) = (-1)° =1 = D;, = 1. Por sua vez, como [; = ly = 4, cada I; recebe
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os pesos de duas configuracoes (permutagao entre elas). Logo, calculando gg a partir da Eq.
15: gs = % . (—1)1 + % -4 = 1. Apesar de a soma ser computada até r = oo, os termos de
ordem maior (r > 3) s@o nulos, pois, por construcdo, nao podemos associar a quantidade /; a um
vértice (I = 0). Isto é, para termos do tipo I3 = Iy = 4 e l3 = 0, embora obede¢am ao vinculo
Yili =1 + 1+ 13 =8, os produtos Dy, D;, D, sempre desaparecerao, uma vez que D;, = 0.
Na verdade, D;, s6 nao sera nulo quando estiver relacionado a loops com um ntimero de lados
multiplo de 4, e diferente de zero. O fator % da conta das permutagoes extras entre os D;, que
nao deveriam ser considerados no calculo de g;. A partir Eq. 15, e recordando o resultado da

Eq. 14:

glvl = i:' Z (Dllvll) (valQ) (Dlrvl") , el >0

r=1""11,lo, ..., L

Z'L li=l (16)
[e'¢) [e%S) 1 %) T 9]
= ;gwl = \1/+§_: 7"'(2_: Dmvm> = exp <§_: Dmvm>
=0 90 r=1 m=1 m=1

E, finalmente, substituindo na funcao de particdo Zn:

o
Zn = 2Ncosh®N (BJy) exp (Z Dmvm> (17)
m=1

Note que a condigao ) ; l; = [ foi desprezada na Eq. 16 em razao de [ variar de 0 a oo, tornando
este vinculo uma redundéncia. Ja a Eq. 17 indica que, agora, a solugao foi redirecionada para
a obtencao dos coeficientes D,,,, que sintetizam os pesos de todos os loops possiveis de serem
construidos com m linhas. Isto significa que o problema real pode ser traduzido na contagem
de auto-intersecgoes de um loop.

Sendo assim, consideremos a rede quadrada de spins inserida sobre o plano complexo.
Qualquer caminho nesse plano, entre os pontos P e P’, é formado de um conjunto de passos
unicos, com mddulo unitario, cujas direcbes permitidas sdo 1, ¢, —1, e —i. Assim, um [oop
genérico contendo m linhas é naturalmente constituido de m destes passos. Em analogia ao
fator de peso (ou sinal) associado aos loops e familias anteriormente, podemos também definir
um fator de peso s.(p) = (—1)* ligado ao caminho percorrido na rede, onde ¢ é o nimero de
angulos 2w “observados” ao longo do percurso. Para determinar o parametro t, basta seguir a
regra: o angulo total Ay vinculado ao caminho é a soma dos angulos em cada vértice com sinal
positivo (negativo) se o percurso estd no sentido horario (anti-horario). Por definigdo, ¢t = ‘;—ﬁ.
Claramente, t serd sempre um niimero inteiro, pois os caminhos (loops) considerados devem ser
formados de vértices de ordem par. A Fig. 7 mostra a determinacao do fator de peso para o
diagrama com [ = 4. Da escolha de s.(p), verifica-se que s.(p) = —s;(p). Introduzindo a matriz

M,, = (Mm)ij7 cujos elementos (P|M,,|P’) indicam a soma dos pesos de todos os caminhos
entre os pontos P e P’ constituidos de m passos, entao, se m = my + mo, podemos escrever:
<P|Mm|P/> = Z <P‘Mm1|P”> <P//’Mm2|P/> = My, M, (18)
P//

O produto de matrizes explicitado pela Eq. 18 pode ser generalizado para o caso m =
1+1+...41, produzindo a identidade M,, = (M;)™. E importante ressaltar que os ele-
| ——

m vezes
mentos de matriz de M, sdo nulos se o ponto P’ nao é atingido a partir do ponto P em m

passos. Como a rede possui N sitios e ha quatro direcbes possiveis para cada passo, logo a matriz
M, que representa os pesos de todos os caminhos caracterizados por um tinico passo, deve ter
dimensao 4N x 4N. Esta matriz apresenta varios elementos nulos, uma vez que as contribuicoes
nao-nulas sé ocorrem se os sitios P e P’ sao primeiros vizinhos. A relacao entre D,, e M,, deve
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ter a forma: Dy, = —5- 5" p (P|M,,|P), pois, como Dy, esté relacionado aos caminhos fechados,
P = P, e o fator ﬁ dé4 conta das ambiguidades — neste circuitos, cada um dos m sitios pode
ser um ponto de partida, havendo dois sentidos para percorré-lo. O sinal “—”, por sua vez, vem
do fato que o fator de peso associado ao caminho é oposto do fator de peso vinculado ao loop.
Logo, Dy, = — 5= 3. p (P| My | P) = — 5= Tr(M7").

Figura 7: Determinacao do fator de peso s.(p) para o circuito fechado com 4 linhas. O caminho
é percorrido em sentido horario.

Se {Ai} = A1, Ag, ..., A, s@o os autovalores de My, entdo Tr(MT") = >°F_; A\J". Desta igual-
dade, o termo Y °_; D,,v™ da funcdo de particao fica: Y oo D™ = —% (ST S )“j: =

23 In(1—wv))=In ( b (1= v/\k)%) = In (det (1 — le))%. Isto leva & seguinte expres-
sdo para a funcao de particao:

Zy = 2Vcosh?Y (8) In (det (1 — vMj))? (19)
As préximas etapas sdo destinadas, basicamente, & solucdo do determinante da matriz M;j.
Por possuir dimensdao 4N x 4N e conter iniimeros elementos nulos, o resultado é atingido
transformando-se M} em uma matriz em blocos com dimensao 4x4. Assim, o termo det (1 — vM;),
na Eq. 19, é dado pelo produto dos determinantes de matrizes menores e facilmente resolviveis.
Com a finalidade de encurtar a derivacdo da energia livre, omitiremos esta parte técnica. Apés
esta etapa, a funcio de particdo apresenta a forma final:

Zn = 2Ncosh®N (BJ) \/H {(1 +v2)? — 20 (1 — v2) (cos q1 + cos qg)} (20)
q

onde ¢; = % (1,2,...,N;), i = 1,2, e N = N1N,. Considerando o limite termodinamico
(N — ), e colocando a Eq. 20 na expressao para a energia livre de Helmholtz vélida para
este regime: fy = limpy_ o0 (—I“BTT In(Z N)), ap6s algumas modifica¢oes (e lembrando que, no
limite do continuo, as somas podem ser substituidas por integrais), enfim, a energia livre do caso
bidimensional pode ser escrita da seguinte maneira:

2 27
—Bf=1In(2) + 71T/0 ; dqidgs In {(1 — sinh (287))? + sinh (2675) (2 — cos q1 — cos q2):|

(21)

que é a férmula de Onsager [26]. Esta integral ndo possui uma forma fechada. Entretanto,

sabendo-se que uma transicdo de fase ocorre quando observamos alguma “irregularidade” na

funcdo da energia livre, verifica-se pela Eq. 21 que esta condicdo é satisfeita se o argumento

do logaritmo natural é zero. Isto significa que ¢ = ¢ = 27, e sinh (287) = 1. Esta tltima

identidade leva a temperatura critica do sistema, que depende, como esperado, da intensidade

da interacdo Jo:

T 20

“ ks (1+v2) 22)
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Ja o resultado exato da magnetizagao espontanea é:

0, para T > T
23
1—(1) , para T < T¢ (23)

Portanto, diferentemente do caso unidimensional, o modelo de Ising em 2D sem campo magné-
tico externo aplicado surpreendentemente apresenta um intervalo de temperaturas com magne-
tizacdo espontanea nao-nula. A Fig. 8, abaixo, ilustra o diagrama de fases correspondente.

t M(T) (us)

T¢ T

Figura 8: Diagrama de fase para o caso bidimensional do modelo de Ising.

4 Consideragoes finais

Embora tenha sido elaborado para ser uma aproximacado simples da hipotese de Heisenberg
— que considera apenas estados triviais de spin (S = +1) —, o modelo de Ising retrata com
fidelidade a complexidade do Magnetismo Quéantico. A teoria moderna, que se desenvolveu
concomitantemente com o advento da Mecanica Quantica, nao é caracterizada por um ramo sus
generis da Fisica, mas emaranha-se com a investigacdo da estrutura eletrénica, correlagoes, e
outros efeitos intrinsecos a sistemas de muitos corpos.

Com a mudanca de dimensao 1D — 2D, o modelo de Ising apresentou caracteristicas termo-
dindmicas distintas, passando a manifestar uma transicdo de fase a T" > 0. Trata-se, portanto,
de um exemplo claro do conceito abordado por Laughlin e Pines [31], em que a emergéncia de
novos fendmenos esta diretamente relacionada aos principios superiores de organizagao aos quais
o sistema esta submetido, dentre eles a (falta de) simetria de inversdo, e sua dimensionalidade.

Nosso conhecimento a respeito do magnetismo em materiais atingiu um patamar surpreen-
dente: na literatura estdo catalogados intiimeros efeitos a ele associados, tais como a formacao
de skyrmions, frustracbes magnéticas, efeitos de paridade, além de sistemas com interacdes de
longo alcance e que exibem ordenamentos nao-colineares entre spins. Entretanto, ainda muito
ha trabalho a fazer. Esperamos, com este artigo, estimular alguns dos leitores a se aprofundarem
neste tema, em especial no modelo de Ising.
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