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Resumo

Métodos de Monte Carlo sao técnicas computacionais
numéricas para o calculo de quantidades de interesse na
matematica, na fisica e em outras dreas. Apds um exem-
plo histdrico e algumas consideragoes sobre o uso desses
métodos na fisica cldssica, apresentamos o método de
Monte Carlo Quantico da linha-de-mundo, aplicando-
o no modelo XXZ. Discutimos também o surgimento
do problema do sinal, que ameaca o funcionamento do
método para sistemas fermionicos.*

1 O que é um método de Monte
Carlo? Definicao e exemplo

Um método de Monte Carlo serd entendido como um
método numérico que se utiliza de um processo es-
tocdastico — ou aleatério — tal que uma de suas variaveis
aleatérias X tem como valor esperado uma quantidade
de interesse I, ou seja:

I=¢&(X) (1)

Se formos capazes de imitar “mecanicamente” o pro-
cesso estocdstico abstratamente definido, a principio po-
demos obter I como uma medida experimental. Em ge-
ral, é claro, essa imitacao “mecénica’ nao sera realizada
de facto, mas simulada por um computador.

Sendo a definicao acima mais complicada do que a
ideia intuitiva, serda melhor se a praticarmos num exem-
plo.

A ideia geralmente indicada como o primeiro exemplo
histérico de um método de Monte Carlo remete ao século
XVIII e a figura de Georges-Louis Leclerc, o conde de
Buffon (1707-1788).

A ideia do conde de Buffon estd representada na fi-
gura 1. O método consiste em desenhar uma série de
linhas verticais paralelas, de igual distancia entre si, so-
bre uma folha de papel. Depois, joga-se uma agulha —
de comprimento inferior a distancia entre as linhas —, e
verifica-se se a agulha cruza uma das linhas verticais ou
nao. Jogando a agulha varias vezes, e anotando tanto o
ntimero total de jogadas quanto o niimero de vezes em
que a agulha cruza a linha, é possivel obter uma medida
experimental da frequéncia de acerto p.

LA bibliografia bésica foram os textos [1, 2], de revisio.

Figura 1: O experimento das agulhas de Leclerc.

Se nos certificarmos, no desenho do experimento, que
a agulha tem igual chance de cair sobre qualquer parte
da folha, e também que pode cair em qualquer ori-
entagao angular com mesma chance, é possivel calcular
analiticamente p. Primeiro, concentrando-nos no ponto
médio da agulha, veja que, como ele sempre vai cair mais
préximo de alguma das linhas, podemos nos limitar ape-
nas na regiao em volta delas, de dimensao D (figura 2).

A distribuicao do ponto médio da agulha é uniforme
na regiao ao redor de uma das linhas. Podemos até nos
limitar apenas ao lado direito da linha, uma vez que
qualquer que seja a probabilidade de acerto calculada
para o lado direito, ela serd a mesma no lado esquerdo;
podemos apenas multiplicar nosso resultado por 2, por-
tanto.

A distribuicao angular da agulha também é uniforme
(por suposigao), de forma que temos as seguintes res-
trigoes:

e A posicao = do ponto médio tem de estar entre 0 e
L/2 (estamos nos concentrando no lado direito);

e Dado z nessa regido, o angulo # (indicado na fi-
gura) deve ser, no minimo — arccos(z/(L/2)), e, no
méximo, arccos(z/(L/2)).

Podemos calcular, entdo, p, assim:>

2Ainda hé outro fato de 2 na expressio (2) pois as orientagdes
diferentes por m da agulha sdo equivalentes (em outras palavras,
a agulha pode cortar a linha com a outra ponta).
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Figura 2: Dado z, configuragdo limite da agulha para que
haja cruzamento com a linha.

L/2 arccos (2z/L)
=2x% 2% / dx/ doP(8)P(x)

arccos (2z/L)

L/2 arccos (2z/L) 1 1
/ dw/ df——
arccos (2z/L) 2r D

=25 /0 dx2 arccos (2x/L) (2)
ou, fazendo a substituicio y = 2z/L e notando que
[ dyarccosy = yarccosy — /1 — y?, temos:

4 L [! 2L 1
p= W—Dg/o dy arccosy = 5 {yarccosy —V1- yQ}O
ou seja:

2L
= — 3
P=_5 3)

Sendo f = n/N a frequéncia de acertos, temos, por-
tanto:

2L 2LN
4
pD Dn )

e o experimento de Leclerc, portanto, oferece um método
de estimativa de 7.3

2 Métodos de Monte Carlo na
fisica

Aponta-se geralmente Stanislaw Ulam e John von Neu-
mann como os introdutores do método de Monte Carlo

3Nzo se trata de um bom método, porém, sendo necessirias
cerca de N = 100.000 jogadas para obter as duas primeiras casas
decimas de 7.

na fisica, nos anos 1940, em trabalhos sobre armas nu-
cleares [3].

Em fisica, em geral, o proprio sistema sob estudo su-
gere um processo estocdstico para implementagao de um
método de Monte Carlo. Ou seja: “imita-se” o sistema
fisica através de uma simulagao computacional, regis-
trando as varidveis relevantes.*

Podemos pensar em duas grandes classes de métodos
de Monte Carlo na fisica:

e Simulagbes com muitos corpos (mecanica es-
tatistica, mecanica quantica de muitos corpos, ...)

e Foco na interagao de 1 particula com um meio
(fendmenos de transporte, interagdo da radiagao
com a matéria, ...)

Aqui, estaremos interessados exclusivamente no pri-
meiro tipo: problemas com muitos corpos.

2.1 Monte Carlo classico

Suponha um sistema (de muitos corpos) com confi-
guragoes acessiveis {0;}. Uma média para esse sistema
envolve uma soma sobre todas essas configuragoes, o
que facilmente se torna proibitivo, mesmo para siste-
mas simples. Para o modelo de Ising em 2 dimensoes,
por exemplo, em que cada spin de uma rede L x L pode
assumir 2 valores, hd 2% configuracdes no total!

Sabemos, no entanto, que nem todas as configuragoes
tém grande probabilidade de serem atingidas. Assim,
na nossa simulagao computacional, uma boa imitagao
da dinamica real do sistema fisico serd dada se deixar-
mos nossas variaveis evoluirem privilegiando as confi-
guragoes mais provaveis.

Em geral, portanto, estamos interessados em passar
de uma configuragao inicial {o;} a uma final {¢;}’, mas
nem sempre aceitaremos a nova configuracao: tudo de-
penderd de uma probabilidade de transicao W:

{o:} % (o} (5)

E fécil ver que W tem de obedecer certas restrigoes:

e W({oi} = {oi}) >0 (6a)

o> W({oi} = {oi}) =1 (6b)
{o:}’

o P({o:})=>_ P{o:}) W({o:} = {o:}))  (6c)

{‘TL

onde P ({o;}) indica a probabilidade da configuracao.
Para nés, aqui, essa probabilidade serd dada pelo peso
de Boltzmann:®

4Esse nem sempre é o caso: aSs vezes 0 Processo estocastico
tem pouco a ver com a dinamica do sistema, e parte apenas de
uma ideia de como obter um bom resultado numérico, como por
exemplo nos métodos variacionais em mecanica quantica combina-
dos com métodos de Monte Carlo para estimativa dos parametros
6timos da func¢ao de onda de teste.

5Vamos trabalhar aqui, em geral, no ensemble canénico da
mecanica estatistica, mas é possivel adaptar o método para outros
ensembles.



e~ BH({o})

P({oi}) = ——%— (7)

Existe mais de uma solugao W que obedece as
condicoes (6) e que, ao mesmo tempo, privilegia as con-
figuragoes mais provaveis sob a distribuicao de Boltz-
mann (7). Podemos classificar essas solugdes como:

e Locais: modificam o estado de um grau de liber-
dade por vez (Metropolis, heat-bath, Glauber, ...).
A vantagem dessas solugoes é que elas sdo bastante
gerais, podendo ser utilizadas para quase qualquer
sistema fisico; para alguns, porém, o método re-
sultante é pouco eficiente, evoluindo devagar para
o estado de equilibrio e gerando estimativas pouco
precisas.

e Nao-locais: modificam regioes inteiras do sistema
por vez (algoritmos de cluster). Os métodos re-
sultantes costumam ser mais poderosos do que os
acima, mas dependem bastante de especificidades
do sistema sob estudo.

A solucdo mais cldssica é o algoritmo de Metropolis
[4], onde W é dado simplesmente pela razdo entre os pe-
sos de Boltzmann (a nao ser quando a nova configuragao
é energicamente favoravel com relagao a antiga, caso em
que ela é sempre aceita):

Algoritmo de Metropolis.

W({oi} = {o:}') = min <1’ IM) -
- {1 ,se B/ < E

e BE'-E) ,se B/ > F

3 Monte Carlo quantico

Monte Carlo quantico é um termo guarda-chuva para
toda uma classe de métodos. Em geral, qualquer método
(de Monte Carlo) que ajude a calcular uma média num
sistema, quantico pode receber este nome.

Estudaremos aqui um desses métodos, em que o
carater quantico do problema sera explorado de maneira
especifica: seguiremos uma dedugao similar a usada para
chegar na formulagao da mecanica quantica em termos
de integrais de trajetdria de Feynman. Por essa razao,
este método é chamado pelo nome de método da linha-
de-mundo.

Para explicar o método, utilizaremos um modelo fisico
particular: o modelo XXZ de cadeia de spin.

3.1 Modelo XXZ em 1D

Consideremos uma cadeia 1D de spins S; (i = 1,..., L).
Veja que, ao contrario do que fazemos num modelo de
Ising comum, aqui trataremos as variaveis de spin como
operadores propriamente qudnticos! Suas relacoes de
comutacao sao as usuais:

(S5, 7] = idi S5 9)

(os indices latinos a, b, ¢ indicando as dimensoes espaci-
ais).
O hamiltoniano do modelo XXZ é dado por:

N
H=J, Z (S7SEy +87SY ) + Je Zsf o (10)

i=1

Adotaremos condigbes periddicas Sp4+1 = S1, 0 que
serd importante manter em mente para o que segue.

Problema de L = 1 sitio:

Comecando com 1 sitio, temos um problema de
2 niveis, e podemos utilizar como base os auto-estados
de 8% [1) e | 1).

Definindo: S* = 5% 4+ iS¥, temos:

ST =5 1) =0
S =14) (1)
S =11

Problema de L = 2 sitios:

Neste caso, temos 4 estados: | T,1), | 1,4), | 4, 1) e
10).

O hamiltoniano pode ser reescrito:
H(2 sitios) = Jo (TS5 + SY53) + J.5793
Iz _ _

=3 (Ssz + .57 S;r) + J,5755 (12)

donde é possivel ver que os auto-estados e auto-energias
sao dados por:

) :I: )
H(2 sitios) (W) =

(o2 (hy g

Heo ool 11 = 211,1) (130)

J.
H(3 sitios)| 45 4) = Z' L) (13c)

Problema de L sitios:

Voltando ao problema completo, agora temos uma
base formada por estados do tipo: |o) = |01, 09, ...,0L),
onde o; =1, |.

Vamos separar o hamiltoniano completo em duas
partes:

H = ZH27L+1 + ZHQTL+2 _ Hl 4 H2 (14)

onde H; inclui os termos de interagao entre um sitio de
indice impar e o seu vizinho da direita, e Hy os termos
entre um sitio par e seu vizinho da direita, como mostra
a figura 3.



Figura 3: Decomposi¢ao do hamiltoniano do modelo XXZ.

Queremos, em geral, calcular coisas como a funcao de
particao

Z = Trle PH] = Tr[e PH1+Hz2)] (15)

Para isso, vamos separar o intervalo de “tempo ima-
K
gindrio” 8 em pequenos passos de tempo AT = 3/m.

Z = Trle PULTH)] — Tp[(e=ArUL+H)ym) (16)

Os hamiltonianos H; e Hy nao comutam, de modo
que Z acima ndo é igual a Tr[(e=A7Hie=ATH2)™m] - Aqui,
porém, podemos utilizar um resultado conhecido como
decomposicao de Trotter, que diz que o erro cometido
quando aproximamos Z por essa expressao s se mani-
festa em ordem quadrética no intervalo de tempo AT
(ver [1]). Ou seja:

Z = TT[(e—AT(H1+H2))m]

=Tr[(e" 2™ 2Ty L O(AF?)  (17)

Dalf, entre cada fator e~ 27H: introduzimos o operador
identidade
1=3 =lo)(o] (18)
o
donde:

<0’1|67ATH1|0'2m> X ... X

>

01,02,...,02m
x(o3le 2T og) x (oale” 2720 )+

+0O(AT?) (19)

Ou seja, Z é dado como uma soma entre trajetdrias
possiveis entre um estado inicial |o1) e um estado final
|oam+1) = |o1) (ou seja, além da condigao periddica es-
pacial, hd uma condicao periddica temporal), cada tra-
jetoéria possuindo um peso diferente:

Z o~ Z Q(w), onde w é uma trajetdria. (20)

Essa é a mesma ideia por tras da formulacdo das in-
tegrais de trajetéria de Feynman, exceto que 14 o limite
de tempo continuo é tomado (AT — 0).

Podemos representar num diagrama uma trajetoria
tipica do nosso modelo XXZ. Veja a figura 4.

Olhando para a aresta inferior desse diagrama, pensa-
remos nos sitios atravessados pelas linhas grossas pretas
como possuindo spin para cima, enquanto os outros tém
spin para baixo.5

6Escolha arbitraria: poderia ser o contrario.

A
mAT=p3—+

Jeuy = [e101u1 ope)s3

Tempo imaginario

>

A
-
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T

Figura 4: Diagrama que representa trajetéria do sistema
XXZ. Quadrados claros indicam que pode haver transicao
(“spin flip”) entre um passo temporal e o seguinte; essas
transigbes ndo sdo possiveis através de quadrados escuros.
Veja que as condigoes periddicas temporal e espacial sao res-
peitadas. Aqui, m = 4, de modo que hi 2*4 = 8 fileiras.
Veja equagao (19).

A fileira de quadrados inferior indica, portanto, um
passo de evolucao temporal de largura A7, onde a
evolucdo é dada por e 27H2; como Hy s6 contém in-
teragoes entre sitios pares e seus vizinhos da direita, so-
mente transigoes entre estes sao possiveis nessa primeira
fileira, o que é representado deixando os quadrados en-
tre eles mais claros, e os demais mais escuros.

A segunda fileira de baixo para cima evolui com
e ATH1 e por isso as transicdes possiveis (quadrados
claros) sao trocadas com relagdo & primeira fileira: é
isso que gera a aparéncia de tabuleiro de xadrez para o
diagrama.”

Cada termo (o,11le o) na férmula (19) é re-
presentado por uma fileira no diagrama 4. Q(w), por-
tanto, é dado pelo produto das contribuicces de cada
fileira.

Como, no entanto, em cada fileira entra em jogo ape-
nas Hi ou Hs, que sao somas sobre problemas separados
de 2 sitios (ver figura 3 e discuss@o acima), a contri-
buicao de uma fileira também é dada por um produto:
o das contribuigoes de cada quadrado! Sé os quadrados
claros contribuem, evidentemente. Por exemplo:

7ATH7;

—ATH> |0'T> _

(ort1le
L2

H<02i,r+1, 02¢+1,r+1|€
i=1

_ArH®D
|02i,7702i+1,7>

Ou seja, o peso Q(w) de uma trajetéria é dado pelo
produto das contribui¢es de cada quadrado (claro) no
seu diagrama correspondente. Essas contribuigoes sao
encontrados voltando ao caso particular de L = 2 sitios.

"Isso é especifico do modelo XXZ: outros modelos podem apre-
sentar tipos diferentes de transicoes. Veja adiante.



Contribuicao de cada quadrado:

Antes de mais nada: nao importa se o quadrado claro
cai numa fileira que evolui com e~ 27H1 ou com e~ A7Hz2:
os dois “propagadores” incluem termos idénticos (o que
muda sdo os sitios que interagem), e portanto darao
contribuicoes do mesmo tipo.

Comecemos com o quadrado abaixo:

Este quadrado representa uma transicao do tipo

b =1L

Voltando para a expressao (13c), temos que:

<¢’\L |6—A7-H1| J” i/> — e—ATJz/4 (21)

Vamos mostrar o caso explicito de mais um quadrado:

A transicao é: | 1,]) — | |, 1). Temos:

(Lt e 1, 1) =

2

XefATHlx

U+ (10— 1)
2

e, voltando no resultado (13a), temos:

(1 e 1, 4) =

L Ar(=J./a400)2)  —Ar(—J. [A—T0/2)
=— (e z x —e z x

5 ( )

_ eATJz/4e

—ATJs[2 _ oATIL/2
) _
= —eA7 /A ginh (AT, /2) (22)

Veja que ha um sinal de — nessa contribuicao!
Os calculos para os demais quadrados sao analogos.
A tabela 1 reune todas as contribuigoes possiveis.

3.2 Equivaléncia com sistema classico e
método de Monte Carlo

Saindo um pouco do exemplo especifico do modelo
XXZ, veja que chegamos a uma formulacao de um
sistema quantico (ou melhor, de sua fungao de partigao

Z) em termos de uma soma sobre trajetérias com
pesos diferentes, o que é muito similar ao que fazemos
em mecanica estatistica usual, em que Z é dado por
uma soma sobre configuracoes de pesos estatisticos
(probabilidades).

De fato, o que temos agora é uma equivaléncia entre
um sistema quantico D dimensional (para o modelo
XXZ, D = 1) e um sistema classico de D+ 1 dimensoes,
em que a dimensao extra é dada pelo tempo imaginério;
as configuragoes desse sistema classico sao as trajetdrias
do sistema quéantico.

Em resumo:

Classico ‘ Quantico
Configuragao {o;} | Trajetéria w
Peso = P({o;}) Peso = Q(w)

zZ= Z{g,;} P({oi}) | 2=22,Qw)

Podemos agora utilizar, sobre o sistema assim formu-
lado, um método de Monte Carlo, propondo atualizagoes
de uma trajetdria antiga w para uma nova w’, e ado-
tando, por exemplo, um algoritmo de Metropolis para a
regra de aceitagao da nova trajetéria:

. 1 / , se Q(w') > Q(w)
LR PP

Veremos que ha uma ameaga a esse projeto se nao
pudermos garantir que os pesos Q(w) sdo positivos. Este
é um problema real para sistemas fermionicos, mas no
nosso modelo XXZ veremos que ele nao aparece.

3.3 Regra de atualizacao da tra-
jetdéria/configuracgao

Como passar de uma trajetoria para outra? Uma regra
simples é representada na figura abaixo:

=, e -

Figura 5: Regra de atualizagdo da trajetéria: exemplo.

A regra de atualizacdo seria:

e Sorteia-se um quadrado escuro no diagrama;

e Se ele ndo tiver uma linha preta vertical passando
por um de seus lados, ignora-se-o;

e Se ele tiver uma linha vertical, desloca-se a linha
para o outro lado do quadrado, como exemplificado
na figura 5;



Plaqueta Processo Contribuicio para o peso
O N e AT/

I:l |11y = (1 1) e AT/

Z [ T8 = |41 | —efT A sinh(AT T, /2)

X [ L) = 1) | —efT /A sinh(AT T, /2)

:I [ L) = 1L | eA7 cosh(AT T, /2)

I: [T = I | €A cosh(AT ), /2)

Tabela 1: Contribuigdo de cada quadrado valido nos diagramas do tipo da figura 4, com os respectivos processos de transi¢cao

que eles representam.

e Aceita-se ou nao a nova trajetéria assim gerada de
acordo com a regra escolhida (e.g. algoritmo de
Metropolis);

e Repete-se o processo.

3.4 Problema do sinal no modelo XXZ

Como vimos na tabela 1, alguns quadrados do diagrama
dao contribuigbes negativas, gerando a possibilidade de
que o peso Q(w) de uma trajetéria nao seja positivo, e
portanto nao possa ser interpretado como uma probabi-
lidade.

Os quadrados com contribuigao negativa sao os que
sao cruzados diagonalmente pela linha preta. Dai, o
problema do sinal é evitado no modelo XXZ por causa
da condicao peridédica temporal: qualquer evolugao di-
agonal da linha para a esquerda (resp. para a direita)
tem de ser compensada por uma evolugao para a direita
(resp. para a esquerda) para que o sistema possa voltar
para o estado inicial.

Em outras palavras: termos com contribuigao nega-
tiva sempre aparecem aos pares no modelo XXZ, evi-
tando o problema do sinal. Verifique isso voltando a
figura 4.

3.5 Problema do sinal para sistemas
fermionicos

O problema do sinal persiste, no entanto, em sistemas
fermionicos. Vejamos um caso especifico.

3.5.1 Modelo tipo tight-binding com hopping
entre 2 vizinhos

Este é um modelo para férmions sem spin numa cadeia
1D, com possibilidade de salto (“hopping”) de um sitio
para o vizinho mais imediato, mas também para o se-
guinte. Para chegarmos aos diagramas de trajetoria a
dedugao é andloga ao caso do modelo XXZ, e portanto
nao entraremos nos detalhes.

O termo de interag@o do sistema é dado por:

H - Hcinético =—t Z CI (Ci+1 + C7;+2) + H.c. (24)

7

onde os ¢;, cj sao operadores fermionicos, obedecendo a

regras de anticomutagao usuais.
Como antes, podemos separar o hamiltoniano em dois
termos (para futura decomposi¢ao de Trotter):

H— Hcinético = Hl + H2 =
L/4-1 L/4-1

_ Z H(4n+1) + Z H(4n+3) (25)
n=0 n=0
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Dimensao espacial (sitios da rede)

Figura 6: Diagrama que representa trajetéria do sistema
fermionico com “hopping” entre até segundos vizinhos. Veja
que as linhas pretas (sitios ocupados por férmions) podem
se cruzar.

onde:

H(l) = — tcl‘L(Ci-‘rl/Q + Ci+2) — tCL_l(CZ‘_._Q =+ Ci+3)*
- tcL_zciJrg/? + H.c. (26)

Veja que cada termo acima envolve 4 sitios, permi-
tindo transicoes entre primeiros e segundos vizinhos no
maximo. O diagrama de uma trajetéria andlogo a figura
4 aparece na figura 6.

Veja que, em etapas em que as linhas pretas (que re-
presentam os sitios ocupados por férmions) nao se cru-
zam, a mera manipulacado dos operados fermionicos nao
gera sinais negativais globais:

(0,1,0,1|ches]0,0,1,1) =
)
= (0](c2c4)(cles)(cieh)|0)

Essas contribuigoes podem gerar sinais negativos por
causa de sinais no hamiltoniano mas, como no caso do
modelo XXZ, esses sinais aparecerao sempre em pares.

Um fenémeno puramente fermiénico, porém, aparece
quando as linhas pretas se cruzam:

(0,0,1,1|cle2]0,1,1,0) =
= (0l(csea)(chea)(ched)[0)

Veja, na figura 6, que cruzamentos entre as linhas ndo
precisam acontecer aos pares: a aparente troca de papel
entre os férmions ao longo do caminho nao importa na
identidade entre o estado inicial e o final, uma vez que
os férmions sdo particulas quanticas indistinguiveis!

Alguns pesos Q(w) para este sistema s@o, portanto,
inevitavelmente negativos. O que acontece se ignorar-
mos o sinal e utilizarmos como probabilidade de uma
trajetéria w a fungao

Q
P(w) = 7| (w) ?
2w [Q2(w)]
Dai, a média de um operador sobre todas as tra-
jetorias ficaria:

(0) = >, Ow)Q(w) > P(w)sinal(w)O(w)

= 27
Z > w P(w)sinal (w) (27)
A expressao do denominador equivale a:
Q Trle=PH
(sinal)p = 2o Uw) _ Trle ] (28)

X Q)] TrlemfHs]

onde Hpg denota o hamiltoniano de um sistema bosonico
idéntico ao fermidnico, exceto que ignoramos o sinal
da anticomutacao entre os operadores de criacao e ani-
quilacao (evitando o problema do sinal).

Para baixas temperaturas, o estado fundamental do-
mina e:

(sinal) p ~ e~A(Bo—Eg) para f — 0

A diferenca Ey— E geralmente é positiva: logo, o de-
nominador de (27) torna-se exponencialmente pequeno
para temperaturas baixas.

Pode-se mostrar que o mesmo acontece com o numera-
dor: logo, uma média (O) em geral se torna o quociente
entre duas quantidades exponencialmente préximas de
0, o que computacionalmente significa que essas quanti-
dades nao podem ser calculadas!

O problema do sinal nao é resolvido facilmente para
sistemas fermionicos, e solugoes precisam ser procuradas
caso a caso.

4 Conclusao: problemas com o
método de linha-de-mundo e
melhorias possiveis

Ao longo do trabalho, alguns problemas com o método
de Monte Carlo quantico das linhas-de-mundo ficaram
claros, mas outros foram ignorados. Vamos explicita-
los agora, apontando para as tentativas de solucao que
levam a métodos mais avangados e eficientes:

e Como vimos em (17), a decomposi¢ao de Trotter
introduz um erro sistemdtico de ordem O(A7?).

— De fato, a decomposigao de Trotter é muito
grosseira, mas hd maneiras de evitar comple-
tamente esse erro com o método de “Limite de



tempo continuo” (em que A7 é levado a 0) ou
com a “expansao em série estocdstica” (SSE,
na sigla em inglés), em que o hamiltoniano
¢é expandido numa série perturbativa em or-
dens de um termo de interagdo V' (série de Dy-
son na representagao de interacao da mecéanica
quantica).

e O algoritmo de atualizacdo de trajetérias que pro-
pusemos na secao 3.3 nao acessa todas as confi-
guragoes e € ineficiente.

— Por exemplo: trajetérias do tipo da figura 4

sao ditas possuir “winding number” 0: as li-
nhas pretas nao dao voltas na direcao espa-
cial. O algoritmo proposto ndo permite a pas-
sagem entre trajetérias de “winding number”
diferentes. Existem regras de atualizagao mais
avancadas, em geral ndo-locais,® como os cha-
mados “loop updates” [1].

e Problema do sinal para férmions:

— O problema do sinal, como comentamos, nao é

facilmente solivel: nao ha técnicas que o evi-
tem completamente para qualquer tipo de sis-
tema, mas existem boas solugoes conhecidas
com aplicabilidade limitada, como o “Método
de Monte Carlo Quantico com campos auxili-
ares”, em que o sistema é acoplado a campos
externos [1].
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