Efeito Hall de Spin Quantico em grafeno.
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Neste trabalho pretendemos definir e mostrar que o Efeito Hall de Spin Quantico (QSHE) em redes hexagonais
surge naturalmente do modelo de Kane-Mele. Para tal introduzimos o conceito de reversdo temporal (TR) e sua
simetria (simetria TR). Derivamos entdo o modelo de Haldane que serve de base para a constru¢io do modelo de
Kane-Mele. Por fim analisamos o caso do grafeno e o motivo de nio se ter nenhuma medi¢do do QSHE.

I. INTRODUCAO

Até a década de 1980 todos os estados da matéria em maté-
ria condensada podia ser expresso por quebras espontaneas de
simetria, como translacional para sélidos cristalinos, de gauge
para supercondutores, etc. Contudo a partir da década de 1980
foi descoberto o estado Hall Quantico em que ndo havia que-
bra espontinea, mas necessita de campo externo de forma a
quebrar a simetria de reversdo temporal. Mais recentemente
foi descoberto o estado Hall de Spin Quantico que diferente-
mente do caso anterior € invariante por reversao temporal e
ndo precisa de campo externo[1].

No final da década de 1980, Haldane propds um modelo
para uma rede hexagonal sem spin, para o efeito Hall Quéantico
Inteiro sem niveis de Landau e mantendo a simetria transla-
cional da rede. Através desse modelo, Haldane prop6s que o
efeito Hall Quantico seria resultado de uma quebra na simetria
de reversdo temporal sem um fluxo total na célula unitdria,
mas com dois fluxos em sentidos opostos. Apesar de ser um
modelo simplificado, Kane e Mele usaram-no para descrever o
Efeito Hall de Spin Quantico[2].

Em 2005 Kane e Mele publicaram um artigo em que genera-
lizam o modelo de Haldane para o caso de Spin. Se ndo houver
acoplamento entre os elétrons de diferentes spins entdo o novo
modelo € apenas o antigo duplamente degenerado (mantendo o
efeito Hall Quantico). Contudo, quando se substitui os fluxos
magnéticos por acoplamento spin-6rbita observa-se um novo
fendmeno, o Efeito Hall de Spin Quantico[3]. O objetivo desse
trabalho € desenvolver e mostrar todas estas etapas (Reversao
temporal, modelo de Haldane, modelo de Kane e Mele). Por
fim, mostrar-se-4 os resultados experimentais para o grafeno,
e o motivo de nio ter sido observado o efeito Hall de Spin
Quantico nele.

II. REVERSAO TEMPORAL

Como dito anteriormente, quebras de simetria e no caso
especifico a quebra da simetria de reversao temporal tem papel
fundamental. Portanto, descreve-se a reversao temporal (TR) e
sua simetria(TRS).

O operador de reversdo temporal (0), como seu nome su-
gere, inverte a seta do tempo t — —t. Isto sugere que postule-
se algumas propriedades que este operador deve ter:

ofe =1, (1a)

ofre =, (1b)

dp dp .
T —of, o = ;22 _ _
0P =06 Zdt@ Zdt D, (1c)

OfLe=01(Fx PO = (Fx —p)=—L.  (1d)

Onde 7, P, L sido respectivamente a posi¢do, momento e
momento angular. Trivialmente a propriedade do momento
angular se expande ao spin. Agora considere alguns casos
particulares para exemplificar.

A. Caso sem spin:

No caso sem spin o operador TR € simplesmente o operador
conjugagio (K). Dessa forma, se ¥(r, t) é uma fungio de onda
temos:

O'w(r,t)0 = U*(r,t) )

B. Caso com spin 1/2:

J& o caso com spin 1/2 o operador TR tem que ser capaz de
inverter o spin e por isso ele tem a forma:

0= —io, K 3)

Onde o € a matriz de Pauli correspondente. Desta forma as
matrizes de Pauli (que correspondem ao spin) se transformam
como OT5,0 — —o;.

C. Simetria de reversiao temporal

Ter uma simetria de reversao temporal (simetria TR) € ser
invariante pelo operador © ([H,0]=0). Desta forma, para uma
hamiltonia de bandas:

H(—k)=0H(k)O! “)
Se em algum ponto(I";) da zona de Brillouin tem-se:
I =T +n:G,s (&)

Onde n € zero ou um e GG; € um vetor da rede reciproca.
O sistema satisfaz a condi¢do H(—T';) = H(T';) e portanto
tem simetria de reversdo temporal, além disso estes pontos
sempre serdo degenerados. No caso de uma rede quadrada,



por exemplo, existem um total de 4 pontos que satisfazem essa
condicdo.

Para um sistema de spin 1/2 essa invariancia implica que
existe um nimero par de degenerescéncia. Numa estrutura de
banda isso significa que as bandas se cruzam. Um par destas
bandas é chamado de par de Kramers. Sempre que existirem
estes pares e eles forem separados por gaps de outros pares,
pode-se definir um invariante topolégico associado.

Figura 1: Exemplo de pares de Kramers|[2].

Considere agora o exemplo da Hamiltoniana de um sistema
de 2 niveis:

H(k) = kgoy + kyoy + Mo, 6)

Onde k.., ky sdo associados a0 momento e sdo bons nimeros
quanticos, M € uma constante ndo negativa e sigma,; sao ma-
trizes de Pauli, ndo associadas ao spin. Aplicando o operador
TR:

O'H(k)© = —k,0, — kyo, + Mo, (7)

Com isso plota-se a estrutura de bandas para este sistema
em fungdo de | k||
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Figura 2: Caso M#0.
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Figura 3: Caso M=0.

Dessa forma o sistema descrito anteriormente tem gap de
2M entre as bandas. Além disso ele tem simetria TR se e
somente se M=0.

III. MODELO DE HALDANE

Tentando descrever um sistema que teria um efeito Hall
Quantico inteiro mas mantendo simetria translacional da rede.
Haldane prop0s o seguinte modelo em uma rede hexagonal.

A sub-rede serd dividida entre sitios A (pretos) e B(branco).
Existe um termo de hopping ¢; entre os primeiros vizinhos
(A — Bou B — A) e ts entre os segundos vizinhos (A — A
ou B — B). Além disso os sitios A e B tem energias +M e
-M respectivamente. Por fim adicionou-se um fluxo de campo
magnético periddico, perpendicular ao plano, mas de forma
que o fluxo total por célula seja zero, como visto na Figura
4[2].

Com isto se introduz uma fase ¢, cujo sinal dependera se
o vetor que liga os pontos estd paralelo (+) ou anti-paralelo (-),
a dire¢do do fluxo (Figura 4). Tal fase é ¢ = 2mwe¢p,/h, com
¢, 0 fluxo magnético na regifo a.

Figura 4: Exemplo do modelo de Haldane. regido a tem fluxo
@4 e regido b tem fluxo -¢, de forma que o fluxo total na célula
é zero.



Define-se entdo (a1, a2, ag) os vetores entre os primeiros
vizinhos e (b1, bz, bs) entre os segundos vizinhos como na
Figura 4. Escreve-se entdo a Hamiltoniana do sistema na base

to Ao & v And .
(¢ a» ¢k, p)- Tal derivagio € vista no Apéndice A e resulta em:

H(k) =¢(k)1 + d(k)o, (8a)
e(k) = cos(¢) cos(kb;), (8b)
3
d.(k) =t Z cos(ka;), (8¢)
i=1
3
dy(k) =t ) _sin(ka;), (8d)
i=1
3
d.(k) = M — 2t;sin(¢) Y _ sin(kb;). (8e)
i=1

Tendo a forma do Hamiltoniano, pode-se diagonaliza-lo e
nota-se que os unicos pontos da banda que fecham sio os
vértices do hexdgono (K,K’ andlogo ao A e B no espaco real) e
apenas se M==+3+/3t, sin(¢). Para o caso [t2/t1| < 1/3, que
garante que as bandas ndo se interceptem, plotamos a estrutura
de bandas para M positivo e negativo respectivamente:

T AT
0 T —— "0
kx 2 T2 ky

Figura 5: Estrutura de banda para M=+3+/3t5 sin(¢).

Figura 6: M=—3+/3t3 sin(¢)

Dessa forma vemos que M # 0 abre o gap oposto depen-
dendo do sitio. Podemos por sua vez querer saber a condu-
tancia Hall. Para isso usamos o nimero de Chern (n.) e sua

3

. 2
relacdo com a condutincia Hall (o = nc%). Neste caso
temos:

Ne = %[SQH(M—?’\/gtz sin(¢))+Sgn(—M—3v/3t2 sin(¢))].
)

Sendo Sgn a fungdo sinal. Por fim tem-se o diagrama de
fase para o ndmero de chern em fungéo de ¢ e M /to:

3v/3

Figura 7: Diagrama de fase do nimero de Chern[2]

IV. MODELO DE KANE-MELE

Quando se introduz spin no modelo de Haldane, surgem
novas possibilidades de termos que fagam com que os spins
interajam, caso ndo se acrescente tais termos esse novo mo-
delo seria igual ao de Haldane s6 que duplamente degenerado.
Dessa forma o novo Hamiltoniano para o sistema é:

H=t Z c;rcj +idso Z VijCISZCj—I—
<i,j> <<iyi>>

+ i\ Z CI(S X dij)ZCj + A Zfzcicz

<i,j>

(10)

Onde s; é a matriz de Pauli correspondente e representa
o spin. O primeiro termo é o hopping normal com o =

(2
(cZT7 c;ry ). O segundo € um termo simétrico de interagdo
spin-Orbita e v;; = %(dl x dj), = %1, e d;,d; sdo ve-
tores unitarios que ligam dois sitios do j para o i. Este termo
respeita a simetria TR. O terceiro termo é chamado termo cd
Rashba e explicitamente viola a simetria z — —z. Por fim o
dltimo termo € a energia no sitio e como no modelo anterior
dependendo do sitio tem sinal oposto (§; = +1)[2, 3].

Toda Hamiltoniana (4x4) pode ser escrita na forma:

5 5
H(k) =Y do(R)T"+ > dap(k)I®,  (11)

a=1 a<b=1

com I'* = (0, ® 50,0, @ 50,0y & Sg,0y @ Sy,0, @ S;) €
1
[ = e 1°).



Para que haja uma corrente puramente de spins, os elétrons
com spin para cima vao em uma direcdo e os de spin para baixo
em outra. Para isso ocorrer deve-se ter simetria de reversao
temporal. Dessa forma, nesta representacdo o operador de
reversao temporal é dado por:

0 =i(og ® s, K, (12)

com isso OI*O~1 = T* ¢ OI'**O~1 = —T%. Para ter
simetria de reversao temporal e portanto H(-k)=H(k), impde-se
que d, (k) € uma funcio par e d,g(k) € uma funcdo impar. Os
coeficientes do modelo de Kane e Mele sio:

dy =t(1+ QCOS(%)COS(‘/?’/)) (13a)

dy =X, (13b)

ds = Ar(1 — cos(];i) COS(@)) (13c)

dy = —\/?SARsin(%)sin(@) (13d)

diy = —21 cos(%)sm(@) (13e)

dis = Aso(2sinkx — 45111(%) cos(@)) (13f)
s = ~Arcos(52) sin(Y3K) (13g)

das = V3R sin(%””) cos(@) (13h)

Desta forma uma estrutura com 4 bandas, € como o sistema
tem simetria TR o nimero de Chern é sempre zero. Quando
Ar = 0 a hamiltoniana é separada em duas partes independen-
tes,

H:ZHS. (14)

4

Neste caso hd um gap |6v/3\s0 — 2\, |. Para cada s define-
se um nimero de Chern dependente do spin. No caso do gap
ser dominado por A\, (A, > 3v/3\g0) ambos sdo 0. Para o
gap dominado por Aso (A, < 3v/3\s0) o niimero de Chern é
nao nulo:

ns = sgn(siso). (15)

Apesar da soma do nimero de Chern ser sempre zero, sua
diferenca ndo é, com isso percebemos que hd uma combinacdo
de efeito Hall Quantico em dire¢des opostas, i.e. os elétrons se
com spin opostos se movem em direcdes opostas de forma que
ndo haja corrente elétrica apenas de spin.

Para A\ # 0, hd uma mistura entre os elétrons de forma
que ndo € possivel usar o nimero de Chern, sendo necessario a
introdu¢do de um parametro Z.

Para uma amostra com condigdes periddicas de contorno em
X, pode-se diagonalizar o Hamiltoniano. Quando analisa-se a
estrutura de banda, sdo vistos dois casos distintos. Um em que
as bandas de condug@o e valéncia se conectam e outro em que
o material € isolante (Figura 8). Como o material € isolante no
"bulk"”, a conexdo deve ser nos estados de borda indicando a
existéncia de uma fase topoldgica nio trivial.

Figura 8: Estrutura de bandas em uma dimensio para uma
tira com condi¢do de contorno em zigzag, Aso = 0.06t e
Ar = 0.05t. (a) Fase do efeito Hall de Spin Quantico com
A, = 0.1t e (b) fase isolante com A, = 0.4¢[2]

V. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Para concluir nota-se a auséncia de comprovagao experimen-
tal no caso do grafeno. Isto se deve ao fato do acoplamento
spin-6rbita do mesmo ser baixo. Apesar disto, outros siste-
mas, distintos, como pocos quanticos de HgTe apresentam
efeito Hall de Spin Quantico . Para descrever estes sistemas é
necessario outro modelo (BHZ)[4].



A. DERIVACAO DOS TERMOS DO MODELO DE HALDANE

Para facilitar a prova da equagdo 8 dividiremos a Hamiltoniana em H 4 e H g dependendo do sitio.

3 3 6
Huy(r) = MCLCCAC + 1t ZCTBiCAC + tQ(Z eiid)cLicAc + Z €i¢CLjCAC) +H.C.
k

i=1 i=1 —j=4

3 3 6
Hp(r) = Mcl cp +t1 Y clyep +0(d e Pchep + Y eclep)+HC.
i=1 i=1 k=j=4

Mudando para a base (cl’ A c; p) 1o espago k. Do primeiro termo obtemos:

ch.ca, =chep, =1

Do segundo termo obtemos:

3 3
T) ity Z c%icAC + 1 Z CLCCBi =
i=1 i=1
3

_ %h[Z@ —ik(actn) ol Ze W) + (S e E el (S eikrrade, )

i=1 k k' k

3 3
r) ity Z CL,LCBC +tp Z CTBCCAi =
i=1 i=1
3

= %h[Z(Z et el Z e F e p) + ()M e p) (e, ).

=1 k K’ k

Como consideramos a mesma interacéio duas vezes H.C de H 4 é o mesmo termo de H}, dividimos a soma por dois. reordenando
k .k’ encontramos:

3

t1 ir(k'—k) [ —ika; | —ik'as ir(k—k') ( ik'a; | ikas

.2 § 2 :ezr( )(e ika; 4 =i GZCL,BCk’,A) +§ :ezr( )(ez ai | ot azCL/,ACk,B)]
i=1 k,k’ k.,k’

Fazendo a transformada de fourier:
3

131 Z _ _ G
/ z'r‘ (k—FK' )( ika; +e ik’ aICTk B/Ck: A+ + E ez'r(k k' )(ezk a; + ezkach/,Ack,B)]
=1 k,k’ k,k’

Ao realizarmos obtemos um d(k-k’) de forma que H(k) sera:

3

t Z[(cos(kai) - isin(kai))c;Bck_’A + (cos(ka;) + isin(kai))cLAck’B]
i=1

O terceiro termo é€:

o Ze ’¢CA ca, + Z e“bcA Ca, -I-Ze“bCT cq. T+ Z e ’¢CA ca,)
k=j=4

k=j=4

3
) _— Ly o _ _
to E (§ e—z¢e—zk(b1,+r)enk TCIE:,Ack’,A + E ez(bezkz(bﬁ-r) ik rCT ACH A + § ez¢ ik(b; +7') ik’ TCT, Ack,A+
i=1 Ik’ WY, koK’

—z¢ —ik(bi+r) ik'r T
+ E e GitmeRTel, yei)
Py,



Ao fazer a transformada de fourier, obtemos novamente que k=k’ e encontramos:

3
2ty > (cos() cos(kb;) — sin(¢) sin(kb;))c}, 4cx 4
1=1

Para H; temos um caso andlogo com

3 6 3 6
Hp(r): tg(z ei‘f)cTBich + Z e_i‘bc};j cg, + Ze‘i‘bcLiCBc + Z ei‘bcgjch)
i=1 k i=1

=j=4 k=j=4

onde obtemos no final
3
2tq Z(cos(qﬁ) cos(kb;) + sin(¢) sin(kbi))cLBck’B
i=1

Para ndo considerar a mesma interagéio duas vezes novamente temos que fazer H = (H 4 + Hp)/2 (andlogo ao caso do segundo
termo), o que nos da:

H(k)=¢€(k)1 +d(k)o
e(k) = cos(¢) cos(kb;)

3

dy(k) =t Z cos(ka;)
3

dy(k) =t Z sin(ka;)

3
d.(k) = M — 2t;sin(¢) Y _ sin(kb;)
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