Relatividade
O paradoxo dos gémeos

Este raciocinio elaborado, sobre o paradoxo dos gémeos, é bastante famoso. Vamos analisa-lo
do ponto de vista das TL, enunciando: “Duas irmas gémeas, Joana e Mana, moram em SP,
que supomos fixa em um referencial inercial. Um dia elas véo a estagéo de trem e Maria faz uma
viagem de ida e volta a uma cidade R, enquanto Joana a espera em SP. Apos o retorno de
Maria, elas notam que Joana havia envelhecido mais do que Mana, devido ao efeito de dilatacéo
do tempo”. O que é aparentemente paradoxal, neste caso, & que Mana parece ter se movido
relativamente a Joana do mesmo modo que Joana moveu-se relativamente a Mana. Ao pensar-
mos assim parece haver uma simetria no problema, que nao explica porque uma das Irmas
possa acabar mais velha do que a outfra. A solugéo desta aparente contradigéo esta no fato de
perceber que as situacdes das duas irmés néo séo totalmente simétricas, pois Joana permanece
sempre em um referencial inercial (SP), enguanto que o movimento de Marna é acelerado e ela
precisa passar por trés referenciais: SP, trem de ida (SP—R), trem de volta (R—SP), SP.
Vamos supor que as viagens de ida e volta de Mana tenham sido efetuadas em dois trens muito
longos. O trem D se move no sentido SP — R (sistema Sp) e o trem E se move no sentido
R — SP (sistema S¢). Os modulos das velocidades dos dois trens, relativamente a Terra, sao
lguais a v.
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A figura abaixo representa a visdo de alguém no referencial da Terra, suposto inercial.

D

Vamos tomar as origens espaco-temporais nos trés referenciais como sendo coincidentes e
determinados no instante em que Maria pula da estacio (SP) no trem D, que esté indo para R:

Evento A de referéncia: Maria pula da estagédo para o trem D:
S1:(0,0,0,0); 85:(0,0,0,0) e 8£:(0,0.0,0)

Evento B: Chegada de Maria a R, onde ela pula diretamente para o trem de volta, sem
parar na estacdo = Marna muda de trem (D = E):
St (L.0,0.L/v): Sp: (xpB,0.0,15F) e Sg: (x£P,0.0, t£7)

Evento C: Maria chega a SP (pula do trem para a estacéo)
St:(0,0,0.2L/v); 8p: (xpC,0,0,15%) e 5g: (C.0,0, 1)
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Evento C: Maria chega a SP:

G = y[e§ — vt§] = 7(0 — v(2L/v)] —|a§ = —27L
15 = [t§ — (v2F)/c*] = 7[0 — (v/c*)(2L/v)] —|t] = (29L)/v
F::r:g = [z + vtS] = V[0 + v(2L/v)] —|zE = 2L
te =[tS + (vaf)/c?] = Y[0 + (v/c*)(2L/v)] —|tg = (2yL)/v

—

O resultado x£“ = x® ndo & surpresa, ja que Maria, uma vez no frem, sempre ficou parada
na origem do sistema S¢ durante a viagem de volta. O tempo total de volta e

ART™ = 15— 1f = (9L)/v— [GL)/ )1+ 0/’ = L/ ()

Como esperado, At,*@ = At,/* Assim, o tempo total para a viagem de Maria, tal como
indicado no seu relogio, &

&TTVI &tldd + ﬁtwﬂtl — ZL/(’TE?)
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Por outro lado, o tempo total proprio decorndo para Joana, que ficou em SP (S4) esperando a

Ima, € ATy = ZL/"L‘ > Ay

Como o tempo de vida de uma pessoa é determinado pelo relogio que ela carrega, Joana
ficou, de fato, mais velha do que Mana. Existe, portanto, uma assimetna real e concreta entre
0s tempos decornidos nas vidas de Joana e Maria, que se deve ao fato de esta uliima ter
sofrido aceleragdes necessanas para poder sair e voltar para SP. A partir desta viagem,
apesar de viverem felizes, Joana e Maria tiveram que comemorar seus aniversarnos em datas
diferentes. Vamos avaliar quais deveriam ser os valores de L e v para que a diferenca de ida-
de entre as duas irmés fosse de um dia, iImaginando que a viagem de Mana durou um més no
referencial de Joana. 1 més =2.6x10°s| AT;=(2L)/v=2.6x10°s
ldia = 8,6x10%s| At;— Aty =At;(1-1/y) =8.6x10*s

L=10"%m e v=0.26¢

Nota: Nio & possivel, no universo em que vivemos, fazer uma viagem que se Inicie e termine
no mesmo ponto do espago, sem algum tipo de aceleracdo. Em 1971, relogios atdmicos de
césio foram colocados em avibes, que circunavegaram a Terra nos sentidos horario e antl-
horario. Suas marcagoes foram comparadas com as de relogios estacionarios na Terra e as
diferengas observadas estavam compativels com as previsdes da teona da relatividade.
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Relagoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

1) Maria, no referencial S,;, observa Jodo passando para a direita, com velocidade v = vi

Pedro também passa por Mara, com velocidade w = wi. Qual a velocidade de Pedro

relativamente a Joé&o?

Na mecénica classica teriamos: i} °4™ = GLfd™ — @ = (u — v,0,0)

Diferentemente da mecanica classica, na relatividade temos:

oy U —

o , .2 n U=

—(w)/eL g :( ,o,o)

. 1 — (uv)/c?
uf =uj=0

—

Consideremos que, no referencial de Maria, Jo&o se move com velocidade v = 3¢/5 1 e Pedro
com velocidade e = — 4¢/5 1. Avelocidade de Pedro relativamente a Jodo sera:

Na mecanica classica Na relatividade
Ve . 39¢
y = | ——.,0,0 tuy=|——=,0,0
! ( 57 ) ( 37
madulo maior que ¢ modulo menor que ¢

Este exemplo mostra que o calculo relativistico & consistente com o fato de que o maédulo da ve-
locidade de qualquer corpo tem que ser sempre menor que c.
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Relagoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Z) Jodo esta numa plataforma que se move paralelamente ao eixo x com velocidade v = vi
em relagdo a Marna. Sobre essa plataforma, existe um corpo que se move segundo o eixo z,
com velocidade wu; em relagéo a Jo&o. A figura mostra os movimentos de Maria e do corpo,
vistos por Jodo.
(uais séo as previsbes classica e relativistica para a
¥ velocidade do corpo relativamente a Mana? Na me-
cénica classica temos w,; = (v,0,u), enquanto que na
relatividade, temos que u,; = (v,0,u/y). Se adotarmos,
por exemplo, v = 3¢/5 e u = 4¢/5, teremos clas-
sicamente que w,; = (3¢/5,0,4¢/5), cujo modulo &
|1y, | =c e, relativisticamente, u,;= (3¢/5,0,16¢/25),
cujo modulo & |uy, | = V481 e/v/625 = 0,88¢. Este
exemplo mostra, novamente, que o calculo relativistico é
consistente com o fato de que o modulo da velocidade
de qualquer corpo tem que ser sempre menor que c.
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Figura 3.6

Os referenciais inerciais R e R’ tém velocidade relativa
u. A velocidade da particula P no referencial R é v(v,, U,)
e no referencial R' é v'(v/,, vy ).
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Relagoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

3) A velocidade da luz: No interior de um trem existe uma fonte de laser, que emite um
feixe horizontal, formando um éngulo oL com o eixo do trem. A figura mostra o laser e seu feixe,
vistos do referencial do trem. Quando o trem se move com velocidade v, qual & a velocidade da

luz em relacdo ao solo?

b

Neste tipo de questéo, & conveniente pensarmos no feixe de luz emitido pelo laser como sendo
composto por muitos fotons, cada um deles com velocidade ¢ = (¢ send.y, ¢ cosour, ), no re-
ferencial do trem. A velocidade de cada foton, em relagdo ao solo, deve ser obtida pelas rela-

cOes relativisticas entre velocidades. Assim:

r: _ CSendy,, . CCOSCy,, + v r'ﬁ —0
" (1l +wveosa, /c) > 14 wcosa, /e :
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Relagoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Para interpretar o resultado, calculemos, inicialmente, o médulo do vetor e4:

(1 —v?/c?) e*sen’a, + (ccosa, + v)? 5

2 - ¢
(14 vcosa,/c)

Assim, o modulo da velocidade da luz, em relagéo ao solo € também igual a ¢, independente
dos valores adotados para v e o.;. Este resultado indica que as regras de adicéo de velocidades
obtidas das TL sé&o compativeis com o segundo postulado da relatividade, segundo o qual o
maodulo da velocidade da luz no vacuo é independente do referencial inercial. E interessante
notar que a direcéo da velocidade da luz depende do referencial. Para determinar o angulo o,
entre o feixe de luz e o eixo v, no referencial do solo, escrevemos cs = (¢ sendls, ¢ C0SCs. 0),
e comparamos com as equacdes anteriores:

les|* =

C Sena., sena.,

& = CSena, = = |sena, =
s " (14 wvcosa,/c) (1 +wveosa,/c)

€ COSC. + ¥
1l 4 veosa, /e

Cost, + U
1 + vcosa, /e

v _ -
Cq = CCOBOY, =

—>|cosa, =
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Relagdes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Utiizando as duas equagbes anteriores encontramos que o angulo o, entre o feixe de luz e o
elxo v, no referencial do solo, fica:

S0,
., = arctg

~ ({-.{an.r +v/e)

Nos casos particulares em que o feixe de luz é paralelo ou antiparalelo a velocidade do trem,
temos que o = 0 e o = T € 0s vetores velocidade da luz séo dados, respectivamente, por
cr = ¢z = (0.e0) & e = ¢z = (0.—c.0) Por outro lado, se o laser & onentado
perpendicularmente ao eixo do trem, teremos o = W2 e, portanto, os dois vetores séo
diferentes, apesar de terem modulos iguais: ¢ =(c,0.0) e cs=(c/v.v.0).
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Um efeito bastante importante da dilatacio do tempo & um deslocamento no valor da frequéncia
da onda luminosa emitida por atomos em repouso em relacédo aquela emitida por atomos em
movimento. Este fendmeno, conhecido como efeifo Doppler, foi introduzido quando estudamos
ondas sonoras, onde 0 movimento da fonte em relacido ao meio de propagacéao da onda pode
ser distinguido do movimento do observador com respeito ao meio. No entanto, no caso da luz,
como ela ndo necessita de um meio para se propagar e em qualguer referencial sua velocidade
& ¢, nédo podemos distinguir se 0 movimento é da fonte ou do observador. Assim, se a velo-
cidade relativa entre a fonte de luz e o observador & v, a frequéncia medida pelo observador &

vi1E v/c @ sinais superiores: aproXimacio = V.rior = Vionte

Vobservador = TP
1T F o /C sinais inferiores:  afastamento = Vpenador < Vionte
frequéncia da fonte no referencial em repouso

O mais espetacular uso do efeito Doppler relativistico € a medida nos deslocamentos da
frequéncia da luz emitida por objetos astrondmicos, tais como uma galaxia. Linhas espectrais
enconfradas na regido extrema do ultra-violeta para galaxias em repouso em relacéo a Terra séo
deslocadas = 100 nm para a regido do vermelho (red shift) para galaxias distantes, mostrando
gue elas estéo se afastando da Terra. Hubble fez inumeras medidas deste red shift para confir-
mar que a maioria das galaxias estio se afastando, indicando que o Universo esta se expan-
dindo.
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Efeito Cherenkov
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