Teoria Cinética dos Gases: Modelo Molecular
de um Gas Ideal

Para desenvolver um modelo molecular microscépico para descre-
ver um gds ideal, contido em um recipiente, faremos as seguintes
hipéteses, as quais sdo a base da teoria cinética dos gases:

1. O gas € considerado uma substancia pura, ou seja, todas as moléculas de um
gas sao idénticas.

2. O gas é constituido por um numero extremamente grande de moléculas idén-
ticas (numero de Avogadro: N, = 6.023 x 102° moléculas/mol).

3. O tamanho de uma molécula de gas é desprezivel comparada com a distancia
media entre as moléculas, ou seja, as moléculas ocupam uma fracio pequena
do volume ocupado pelo gas.

4. As moléculas do gas obedecem as leis de movimento de Newton e estdo em
movimento constante em todas as direcdes (explica a capacidade ilimitada de
expansao), ocorrendo colisdes entre elas e com as paredes do recipiente.

5. As colisées entre as moléculas sdo perfeitamente elasticas, assim como entre
as moléculas e a parede do recipiente gue as contéem, ou seja, tanto a energia
cinetica quanto o momento linear séo constantes (se conservam).



Teoria Cinética dos Gases: Modelo Molecular
de um Gas Ideal

6. As forgas entre as moléculas sdo despreziveis, exceto durante as colisdes, pois
as forcas entre as moléculas séo de curto alcance (muito menor que o espaca-
mento médio entre elas).

7. Devido as colisées as dire¢cdes das velocidades se distribuem ao acaso, ou se-
Ja, uniformemente (qualquer molécula pode se mover em qualquer direcdo com

igual probabilidade: isotropia da distribuicéo de velocidades). Podemos imaginar
as moleculas como esferas rigidas, impene-

traveis (bolas de bilhar) e, como a duragdo de
cada processo de colisdo € desprezivel, com-
parado com o intervalo de tempo médio entre
duas colisdes consecutivas, uma molécula se
move como uma particula livre, em movimento

retilineo e uniforme, descrevendo uma trajetoria
em ziguezague.



Teoria Cinética da Pressdo: pressdo exercida
por um gds nas paredes do recipiente

Sendo a coliséo elastica, o efeito da colisdo de uma molécula com uma parede €
inverter o sentido da componente da velocidade perpendicular & parede. Se m € a
massa de cada uma das moléculas do gas, a variagado do momento de uma molécu-
la, na dire¢do x, € Ap,=p:.-p;=-muv,-mv,=- 2muv, Pelaleide
conservagao do momento, 0 momento transferido a parede pela coliséo €

o iR M e a forca média [, exercida sobre a parede pelas mo-

|éculas do gas € igual ao momento médio transferido pe-

= las colisGes, por unidade de tempo, que por sua vez € a

média do momento transferido por coliséo vezes o nume-

v ro de colisdes por unidade de tempo. Para calcular esta

H / meédia, devemos levar em conta que as moléculas se

A movem com velocidades de magnitudes e dire¢des dife-
rentes.

oy




Teoria Cinética da Pressado

Vamos, dividir as velocidades das moléculas em subgrupos v, U2, s, ..., tal que:
n, — nmimero de moléculas por unidade de volume com velocidade
ns — nimero de moléculas por unidade de volume com velocidade ¥,
ns — numero de moléculas por unidade de volume com velocidade v, . .
onde o numero total de moléculas por unidade de volume é:
n = m -|—'Tlg+?’1-3—|-. -

Seja .S um elemento de superficie da parede, perpendicular ao eixo x, e um feixe
de moléculas de velocidade 71 (v, > 0) que colidem com esse elemento, no in-

tervalo de tempo df. As moléculas desse feixe que colidem com d.S durante dt
sdo exatamente aquelas contidas no cilindro de base

% | ; S e comprimento v,,.df. Assim, o numero total de mo-
"""" léculas que colidem com d.S durante dif é

e dny = nqv1, dSdt




Teoria Cinética da Pressdo

Como cada colisdo transfere a parede um momento Ap,, = 2mv,,, entdo o mo-
mento total transferido pelas colisées com dS durante dt é

dpie = dny Aprz = 2mmny *r_;fu__ dS dt

A forca dF, = dp,./dt & a taxa de variacdo do momento e a presséo
P,=dF,,./dS ¢é aforca por unidade de superficie. Logo, a presséo exercida so-
bre a parede pelo feixe de moléculas com velocidade o €

2 ‘
lx|

‘ Pr=2mnyv

A pressdo total P do gas se obtém somando as contribuicées de todos os feixes
relacionados com os grupos de velocidades ; que colidem com a parede:

2
P=2m E Ni Vi

Devido a isotropia da distribuicao de velocidades, a soma sobre v, > 0 € igual a so-
ma sobre v, <0, € podemos remover a restrigdo na somatoria suprimindo o fator 2



Teoria Cinética da Pressdo

Assim, a presséao total do gas, exercida sobre as paredes do recipiente, é:
=m E n; w,fr*

i
A somatéria que aparece na expressdo acima pode ser reescrita utilizando a

definigéo do valor médio de v ((v2)):
Z TL{“U?I

2 2

oy MUY, +Novy, +... .
(vz) = n; Vip = n(vg)—>
‘ Ny +nNos + ... m

Escrevendo a velocidade das moléculas do gas em termos de suas componentes
cartesianas e levando em consideracao a isotropia da distribuicéo de velocidades,

temos que

= (v7) — (vz) = 3 (v*)

{ = v} + vy + 07 — (V¥) = (v3) + (v]) + (v2)
— 2



Teoria Cinética da Pressdo

Finalmente, podemos escrever a pressao total exercida pelo gas, nas pare-

des do recipiente, como

1 ‘
P = g nm (v?)

1
A energia cinética média de uma molécula é (T') = 5 M (v?). Multipli-

cando esta expressao pelo nimero total n de moléculas por unidade de

volume, obtemos a energia cinética média do gas por unidade de volume

_3
~ v

1 :
5 nm (v?)

onde (T) é a energia cinética média total do gas e V' o volume do recipiente



Teoria Cinética da Pressdo

Dessas duas expressoes encontramos que

ou seja, a pressao do gas € igual a 2/3 da densidade de energia cinética

média total das moléculas

Este resultado relaciona a pressdo, que € uma quantidade
em escala macroscdpica, com o valor médio da velocidade

das moléculas, que € uma gquantidade em escala
microscopica, estabelecendo uma ligagdo enfre o mundo

atomico e o mundo macroscdpico.




Teoria Cinética da Pressdo

Podemos, ainda, reescrever a expressao da presséo total do gas, exercida sobre
as paredes do recipiente, em termos da densidade do gas p = nm (massa total
por unidade de volume), de modo que

1
P = §P{‘U2>

de maneira que a magnitude média da velocidade das moléculas, dada pela
velocidade quadratica med|a pode ser obtida de duas grandezas macroscopicas:

Pe p, pois
'Uqrﬂ = 4/ <’L‘I‘2> o

Exemplo: Nas CNTP, a densidade do oxigénio & p = 1,43 kg/m? de modo que

3 (1,01 x 10 |
Vgm = \/ (L WE ) ~ 460 m/s




Teoria Cinética da Pressdo

Substancia p (kg/m*) vy, (m/s)
Hidrogeénio (Hs) 0,09 1838
Hélio (He) 0,18 1311
Nitrogénio (N3) 1,25 493
Oxigénio (O2) 1,43 460
Vapor de dgua (Ho0) 0,80 615
Ar 1,29
CNTP ! « mesma ordem de
Vsom = 331 m/s —grandeza da velocr-
l dade do som nestes
v [ P gases, mas um tanto
qam [ €« VUsom — |7 — malores
Usom P
’y— —L <3—y=14(ar)

C' |_)
veremos!
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Teoria Cinética da Pressao

Para compreender porque vg,,, € da mesma ordem, mas menor, que v,
é so lembrar que a velocidade do som ¢ a velocidade de propagacao de
pequenas perturbagdes (de densidade ou pressao) no interior do gas, de
modo que tal perturbacéo, ordenada, se propaga entre regides adjacentes
do gas através do movimento das moléculas que o constituem, as quais
representam o mecanismo de transporte. No gas dentro do recipiente,
como as moleculas se movem em todas as dire¢Oes, desordenadamente,
colidindo frequentemente, a velocidade de propagagao do som (v,,,) da
perturbacao ordenada € menor que a velocidade quadratica média (v
da agitacdo desordenada

am)

11



Teoria Cinética da Presséo:
Ler de Dalton

Lei de Dalfon (1802): Em uma mistura de gases que nao reagem quimi-
camente, contida em um volume V, a presséo exercida pela mistura é a soma das
pressdes que cada gas componente da mistura exerceria se ocupasse sozinho todo
o voluma do recipiente, e sdo chamadas pressoes parciais (Le/ de Dalfon das
pressoes parciais). Esta lel é explicada totalmente pela teoria cinética dos
gases. Para uma mistura de varios gases, a energia cinética total do sistema é a
soma das energias cinéticas das moléculas de cada gas, levando a expresséo

(F) +(F)+...)

2
p==:
3 %

=P +P+...

onde P;, P,, ... s80 as pressoes parciais que os gases da mistura exerceriam se
cada um ocupasse sozinho todo o volume V.

12



Teoria Cinética da Pressado:
Ler de Dalton

Lei de Dalfon (1802): Em uma mistura de gases que ndo reagem quimi-
camente, contida em um volume V/, a presséo exercida pela mistura é a soma das
pressoes que cada gas componente da mistura exerceria se ocupasse sozinho todo
o voluma do recipiente, e sdo chamadas pressoes parciais (Les de Dalfon das
pressoes parcials). Esta lei € explicada totalmente pela teoria cinética dos
gases. Para uma mistura de varios gases, a energia cinética total do sistema € a
soma das energias cinéticas das moléculas de cada gas, levando a expressao

2 {.51—}_‘I1 Ve
PZE(< ) (VH ) _p P

onde P, P,, ... séo as pressdes parciais que os gases da mistura exerceriam se
cada um ocupasse sozinho todo o volume V.

13



A Lei dos Gases Perfeitos:
Eguiparti¢do da energia cinética de translagdo

VVamos analisar mais detalhadamente a colisao entre uma molécula do gas € uma
molécula da parede, como se fossem esferas rigidas microscépicas. A linha OO~
une os centros das duas moléculas no instante da colisdo. Considerando so as

componentes das velocidades que s&o paralelas a linha

i 007, que séo aquelas alteradas pela coliséo, e utilizando a
Si\ /_~V: | conservagdo da energia cinetica e do momento, temos que
[

2 1
m [’mv@-” + 5 (ﬂ,f — m) I/.r;j”]

€, com isso, podemos calcular a variacdo da energia cinética
da molécula da parede, devido a colisao:

Vi =

molécula m Iecuda
e gas da parede

1 2 Y 4 7Y . ’ 2
AK = - M (Vfl V ) ==-M [ 9 m'i'_.:'i” + E (ﬂf o m) 1‘;rill - L};|

2 2 m + M)

14



A Lei dos Gases Perfeitos:
Eguiparticdo da energia cinética de translagdo

2M 1 J o
A= (m + M)? {mﬁﬁE f" 4 (M —m)* — (M +m)?] sz +m(M —m)v; Vi, }
dmM 1 1 2, 1 |

Tomando a média sobre as colisdes e como 0 movimento das moléculas da parede
nao guardam, em média, correlagdes com o movimento das moléculas do gas, e como

a parede esta em repouso, antes da colisdo, ou seja, (0i, Vi, ) = (03, )(V;,) = 0, entéo

1 dmM 1 1

&K:—M[V V2| = S (02 ) — = M (V2

9 < f> { :) ' {m—l—ﬂf)"—’ 9 l:z|> 9 { :,”)

=0 pDIS como a parede esta em repouso, uma variagéo da energia cinética media
das suas moléculas representaria uma variacdo de sua energia interna e

aquecimento da parede. Mas o gas esta em equilibrio térmico com as paredes de

modo que T= constante. Assim, devemos ter que

T, 1
5?:1(1;)—2}%(1’)

I
2
diregéo da linha dos centros vana ao acaso
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A Lei dos Gases Perfeitos:
Eguiparticdo da energia cinética de translagao

Se o recipiente contiver uma mistura de dois gases diferentes, com moléculas de
massas m e m’, a equagéo que encontramos também se aplica ao segundo gas e
podemos concluir que

Este resultado demonsfra a eguiparticGo da energia cinética de
translagdo das moléculas a mesma temperatura. Assim, em equilibrio tér-

mico, a energia cinética média das moléculas em uma mistura gasosa € a
mesma, ou seja, moléculas mais pesadas se movem, em média, mais lenta-

mente do que moléculas mais leves. Podemos concluir, ainda, gue como a
energia cinética média € a mesma para moléculas de todos os gases em

equilibrio térmico, entdo ela so pode depender da temperatura —

A energia cinética média de translacdo das moléculas de um gds € fun¢do
apenas da femperatura.

conseguencias
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A Lei dos Gases Perfeitos:
Eguiparticdo da energia cinética de translagao

Em eguilibrio térmico, a energia cinética média das moléculas em uma
mistura gasosa € a mesma, ou seja, moléculas mais pesadas se movem, em
média, mais lentamente do que moléculas mais leves. Podemos concluir,
ainda, gue como a energia cinética média € a mesma para moléculas de

todos os gases em equilibrio térmico, entdo ela sd pode depender da
femperatura —

A energia cinética média de translacdo das moléculas de um gds € funcdo
apenas da femperatura.

conseguéncias
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A Ler dos Gases Perfeitos:

(7) A Lei de Boyle

P = 23 — P (‘I} ‘PV = constante

3 V |
JT constante| o/ oe Boyle: o volume de uma dada

depende apenas da temperatura , )
guantidade de qas, a temperatura constante,

vara inversamente com a pressao

(i7) A Lei de Avogadro

p_E”Fm@}} P

3

2 :I
mesmo valor para todos os gases nas mesmas CNTP Lei de A@aa’m nas mesmas CNTE

volumes iguais de todos os gases tém o

mesmo numero de moléculas
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A Lei dos Gases Perfeitos:
Temperatura e Energia Cinética Média

Gas composto por moléculas monoatdmicas (esferas rigidas microscopicas),
contido em um recipiente de volume V = A Unica forma de energia € a energia
cinética de translacéo, de modo que a energia cinética media total do gas € a sua

energia intema .

U= (%)
Tomando V' como o volume de um mol (N=N;), temos que:
T — R
PV =RT

U(T):gRT (1 mol)



A Lei dos Gases Perfeitos:
Temperatura e Energia Cinética Média

1 {T}mﬂl 3 R
‘IHIGZ_N 2 — = %) = __—T——kT
(hmol = 5 Nom (v7) 5 M Av7) N, > N, 5
onde k= kg = E = 1,38 x 10" % ,J — constante de Boltzmann
Ng molécula K

N

—mi{v) = -kT

2 ) 2

Esta equacdo fornece uma interpretacdo microscdpica da temperatura

absoluta como uma medida da energia cinética média de translacdo das
moléculas e, por isso, € chamada energia de agitagao térmica.

Obs.: Utlizando as relages encontradas, podemos escrever a velocidade quadratica média das

moléculas do gas em funcio da temperatura: f 3kT
1 20



2

A Lei dos Gases Perfeitos:
Temperatura e Energia Cinética Média

Exemplo: Qual é a energia cinética média, por molécula, a temperatura ambiente?
Tomando T = 22°C = 295 K, temos que a energia de agitagéo térmica é

3

3
m (v?) = S kT =35 (1,38 % 1072%)(295) =16,11 x 10721 J = 0,04 eV

— 1eV =1,612x 10717]

1
— kT = 0 0,025eV para T = 295K

Obs.. Como R é uma constante macroscopica, que pode ser determinada

experimentalmente pela equacédo de estado dos gases ideais, qualquer expe-
riéncia que permite determinar k estara ao mesmo tempo servindo para determinar

0 humero de Avogadro IV,

21



Calores Especificos e Equiparti¢do de Energia

1. &ds Ideal Monoatémico
A capacidade molar a volume constante (calor especifico por mol) de um gas ideal &

dUmﬂl 3 -
Cy = o7 © como U(T) = 5 RT | entao
3
Cy = 5 R (gas monoatomico)
C
ComoCp=Cy+R e v= F
O'F
5 D ] L
Cp = 5 R e ~= 3 (gds monoatomico)

Utilizando R = 8,33 J/(mol K), temos que Cy.= 12,5 J/(mol K} e Cp = 20,8 J/(mol K},
enquanto y=1,67

22



Calores Especificos e Eguiparticdo de Energia

Capacidade molar (—2—

) para T = 300K, exceto para a agua

Substancia Cp Cy Cp—Cy ~=Cp/Cy

Gases Monoatomicos

He 208  12.5 8.33 1.67 |
Ar 208 125 3.33 1.67

teoria em excelente
acordo com valores
—cxperimentais = so

NE? :‘3“‘-8 12,7 8,12 1,64 energia cingtica de
Kr 20.8 12.3 5,49 1,69 | translacéo
Gases Diatdomicos

Hs 28.8 20,4 8.33 1._-11q

Na 29.1 20,8 5,93 1,40

02 20.4 21,1 8,33 1,40 ¢ ?
CO 29.3 21.0 8,93 1,40

Cls 34.7 25.7 8,96 1,35

Gases Poliatomicos

CO, 37.0 285 8,50 1,30 |

SO4 40,4 31.4 9,00 1200 7
H-O 35.4 27.0 8,37 1,30 .
CH, 35,9 27.1 8,41 1.31_

23



Calores Especificos e Eguiparticdo de Energia

2. Teorema da Eguiparti¢Go de Energia

Como observado, para gases poliatdmicos C,- > 3R/2 e y< 1,67, indicando que a
estrutura interna das moléculas deve contribuir para o calor especifico molar, ou
seja, além da energia cinética de translacdo devemos considerar as energias de
rotacdo e vibragdo das moléculas, pois os movimentos (internos) de rotacdo e
vibracdo das moléculas podem ser ativados pelas colisdes.

Moléculas diatomicas:

; Movimento de translagdgo: O centro de
massa da molécula pode transladar nas trés
_. diregdes: x, v e = (trés graus de liberdade) —
- energia cinética de translagéo da molécula

\ Yo |

. 1 1 . : :
:I Ttrans — 5 M ﬁ(%h-“[ — E M (XE + Y2 + ZE)

24



Calores Especificos e Equiparti¢cdo de Energia

Movimento de rotag¢do: Se a distancia
entre os atomos da molécula permanece fixa, a
molecula se comporta como um haltere e ela

pode ter movimento de rotacdo em torno dos -

dois eixos perpendiculares, pois podemos T :
desprezar a rotacdo em torno do seu proprio o

eixo, uma vez que o momento de inercia I, e a y
energia rotacional em torno desse eixo séo . )
despreziveis quando comparados com aqueles ,,./f'f y \\1

em torno dos eixos x e z (se 0s atomos forem
tratados como particulas puntiformes entéo
temos que I & nulo). Estes dois graus de liber-
dade internos devem ser associados a energia cinética de rotacdo da molécula:
| 1 1
2
Trot — _I:L'w —|_ .
2 T2

2
1, w;

25



Calores Especificos e Equiparticao de Energia

Movimento de vibra¢do: Em geral, a distancia interatémica pode variar e
um modelo bastante bom para descrever 0s movimentos vibratérios da molécula
& supor que os atomos estdo conectados por uma mola, descrevendo o sistema
como um OHS, para pequenos deslocamentos em torno da disténcia de
equilibrio r . Desse modo, existem dois graus de liberdade internos que estao

associados a energia cinética e a energia potencial de vibracdo da molécula:

- L. 1 :
Eyib = Tvib + Uvib = 2 [ 2+ 5 K r?

j == massa reduzida

K = constante de for¢a associada & vibragao

Obs. : Todas as contribuicdes & energia das moléculas sdo fungdes
quadraticas de velocidades e coordenadas (lineares ou angulares).

26



Calores Especificos e Eguiparti¢do de Energia

Teorema da Eguiparti¢do de Energia: E um teorema fundamental da
mecanica estatistica classica e mostra que em uma situacao de equilibrio térmico
a temperatura T, a energia media, do sistema, associada a cada termo quadratico
ha expressao da energia total (cada grau de liberdade) & igual a 2kT por

molécula. Assim, para um gas composto por moléculas diatdmicas temos

M (X?) + % M (Y?) + % M (Z%) = gw

1 ‘ :

(Evib) = (Tvib) + (Ui} = 5 M (F) + = K(r*) =kT

27



Calores Especificos e Eguiparticdo de Energia

Vamos aplicar o teorema de equiparticdo de energia para calcular calores especi-
ficos de gases ideais. Seja g 0 numero de termos guadraticos na expresséo da
energia total de uma molécula do gas. Pelo teorema, a energia total media, por

molécula, sera Y2 gkT , que multiplicada por NV, da a energia interna por mol:

i .
U1 (T') = > RT
Desta expressao temos que:
2 i + 2
cv=1plcp=L"2R|y=1"
2 2 q

28



Calores Especificos e EguiparticGo de Energia
—Utilizando o modelo do haltere rigido para descrever um gas composto por mo-
léculas diatémicas (sem vibracées) temos g =5 e

5 J 7 J
Cv = - R=20.8 Cp—=—-R=299. 1
L)) CmolK T T 2 "~ molK

—Levando em consideracao a possibilidade de vibragédo, temos para um gas com-
posto por moléculas diatémicas q = T e

J 9 ) J
mol K Cp = 2 =374

":r-':

- 1,:10‘

| =1

o

v ===1.29
mol K J 7 '

7
Cv=5R=291

—Para um gas composto por moléculas poliatémicas, tratando-as como um corpo
rigido, existem G graus de liberdade (3 translacionais e 3 rotacionais), levando a
g = 6, 0 que da

Cy 23R

Neste caso existem diversos modos normais de vibracdo de modo que os valores
de g sdo muito superiores.

Cp>4R

_
T=3

29



Calores Especificos e Eguiparticdo de Energia
Capacidade molar (——) para T' = 300K

mol K
(Gases Diatomicos lf:'p C‘V Cp - CV = Cpl}rljp ff'p — l:'p}g"'H
Hs 28,8 20,4 3,33 1.41 1,00
N, 201 20,8 8,33 1,40 1,01
O2 29.4 21,1 8,33 1,40 1,00
CO 29.3 21,0 3,33 1,40 1,00
o 34,7 25,7 8,96 1,35 1,08

Podemos perceber que para o H,. N,. O, e CO os valores experimentais estao
de acordo com o modelo do haltere rigido (sem vibracées), com g = 5. Ja para o
Cl, os valores experimentais séo intermediarios ( 5 < g < 7), indicando que, além
da rotacdo, a molécula do gas também deve vibrar, mas sem atingir g = 7. Os
valores da tabela s&o todos a temperatura ambiente e, enquanto o gas se
comportar como ideal, deveriam ser independentes da temperatura. A experiéncia
mostra que isto nao acontece. Vamos analisar o grafico de C,, em funcao da
temperatura para o H, sabendo que ele se liquefaz a 7" = 20K.

30



Calores Especificos e Equiparti¢do de Energia

Para T'< 100K, C,/R = 3/2, a temperatura ambiente € C,./R = 5/2 e acima de 3200K
(quando o hidrogénio se dissocia) C-/R — T/2. E como se as moléculas de H, pudessem
girar e vibrar a temperaturas elevadas e passassem a ficar “congeladas” para temperaturas
abaixo de =900K (g = 5). Abaixo de =100K as rotagbes também se “congelam” e as molé-
culas se comportam como um ponto material (g = 3). Este comportamento, inteiramente incom-
preensivel pelas leis da mecanica classica, &€ chamado de congelamento dos graus de liberdade

I
H,

&
I

b
=
|

Cy (J/mol K)

0 |

Translacdo

Iy 20

500 100 200 500 1000 2000 5000
Temperatura (K)

(R |

|

e & observado para outros gases. A ex-
plicacéo destes resultados so velo a ser
fornecida pela mecanica quantica, com
a quantizacao da energia. A energia de
translagdo das moléculas pode variar
continuamente, mas a energia associ-
ada aos graus de liberdade internos s
assume valores discretos, o que se a-
plica as energias rotacionais, vibraci-
onais e eletrénicas (os atomos que
constituem as moléculas néo s&o
pontos materiais, mas tém eles propri-

0s uma estrutura interna, formada pelo nicleo e os elétrons e, estes dltimos devenam, fambém,
contribuir para a energia interna das moléculas).
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Calores Especificos e Equipartigao
de Energia: Solidos

O calor especifico de sélidos mostra uma dependéncia marcante com a temperatura, e
decresce néo linearmente com o decréscimo da temperatura e tende a zero quando a
temperatura tende para o zero absoluto. A altas temperaturas (acima de =300K), o calor
especifico molar vale 3R (= 25 J/(mol K)), resultado este conhecido como lei de
Dulong-Petit. A figura mosira esta dependéncia para dois materiais semicondutores.
Podemos explicar o valor de C,, dos sélidos para temperaturas altas usando o teorema
de equiparticdo de energia. Para pequenos deslocamentos em torno da posicdo de
equilibrio, cada atomo executa um MHS em torno das
direcdes x, v e z. Associando dois graus de liberdade
de vibracdo para cada direcdo, temos 6 graus de
liberdade, cada um contribuinde com 2k T, levando a
C,- = 3R, de acordo com a lei de Dulong-Petit. Uma
explicacdo para as discrepancias, para baixas tempe-
| | raturas, so veio a ser fornecida pela mecanica quantica,

0 100 200 300 com a quantizagéo da energia dos OH (fénons).
Temperatura (K)

25— _
Germanio

Silicio

'y (limaol K)
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Livre Caminho Médio

Apesar da v, das moléculas de um gas ser da

ordem de centenas de m/s, devido as colisdes

entre as moléculas, a trajetoria tipica de uma

molécula no gas & um caminho torfuoso, em

Zigue-zague, onde as moléculas se movem em

MRU entre duas colisdes consecutivas, fazendo

com que suas velocidades medias efetivas sejam

muito menores. A distancia percorrida pelas

moléculas, entre suas colisfes, flutua ao longo de |

suas trajetorias, e o que nos interessa e o valor

médio dessas distancias chamado [ivre_caminho

médio (€). Se tratarmos as moléculas como esfe-

ras rigidas de didmetro d é de se esperar que € seja tanto maior quanto menor for
d (se particulas puntiformes d = 0 e € —oc). Assim, nesta descricdo, o € esta
relacionado com d e com a densidade n do gas (quanto mais rarefeito menor a fre-
quéncia de colisbes).




Livre Caminho Médio

Duas moléculas colidem quando seus cen-

tros O e O’ se aproximam de uma dis- |\ ., () =
tancia d (figura (a)). Ou, o que é equivalen-

te, quando o centro O toca a superficie de S 148 > :,|
uma esfera de raio d com centro em O~ Ty _4\"'" ,x
(figura (b)). O volume dessa esfera de dia- L;;_I

metro 2d € o volume excluido em torno de
O, dentro do qual nenhum centro de outra molécula pode penetrar. A esfera de raio
d chama-se esfera de exclusdo ou esfera de influéncia. Note que como o raio da
esfera de excluséo € o dobro do raio da molécula, o volume de excluséo é 8 vezes
maior que o volume efetivo 1/, de uma molécula:

3
iﬂ'dS:S E?T(g) =8 Wy

3 3 2

Se imaginarmos a esfera da molécula de centro O~ rodeada de sua esfera de ex-
clusdo, todas as outras moléculas podem ser tratadas como se fossem puntiformes
no que diz respeito a colisdées com a molecula considerada.



Livre Caminho Médio

Enquanto O percorre sua trajetoria, a esfera de exclusdo varre o volume de um
cilindro, com eixo na trajetoria e de raio d. O numero médio de colisdes sofridas
pela molécula de centro O, durante a sua trajetdria, em zigue-zague, coincide com
o numero médio de moléculas cujos centros seriam varridos por esse volume, ou
seja, e igual ao volume do cilindro multiplicado por n. A area da secéo transversal do

" . 2
y | . cilindro & ag=1d
|‘; 7 e & chamada de secdo de choque total de coli-
+-'"_ _____ S ‘*l s80, ou secdo eficaz. da molécula e € como uma
\ J area efetiva que a moléecula blogueia, ou oferece

como alvo, para o0s centros das outras moléculas.
Para uma primeira estimativa de £, vamos imaginar que todas as moleculas do gas
estdo paradas, exceto a molécula de centro O, que se move com velocidade mé-
dia U(=v,,,). Durante o intervalo de tempo ¢, o espago percorrido (em zigue-zague)
pelo centro O sera, em média, igual a Tt, e o volume do cilindro varrido sera

V =0vl
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Livre Caminho Médio

O numero médio de colisGes sofridas pela molécula de centro O durante o inter-
valo de tempo ¢ sera o numero médio de moléculas puntiformes contido nesse ci-

lindro, ou seja, nV =novt

Assim, o numero médio de colisdes por unidade de tempo, chamado de frequéncia

média de colisdo, é

f=nov
e 0 livre caminho médio é a distancia total percorrida, por unidade de tempo, dividi-
da pelo numero medio de colisdes por unidade de tempo

P
f no nnd?

inversamente proporcional a n e aumenta d medida que d diminui
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Livre Caminho Médio
Na analise feita assumimos que todas as moléculas dentro do cilindro eram
estacionarias em relacdo ao movimento da molécula de centro O”. Se levarmos em
conta o movimento das outras moléculas, a frequéncia média de colisdo se modifi-
ca, pois no lugar de T devemos utilizar a velocidade média relativa (T,,,) entre duas
moléculas. Para estimar este valor consideremos duas moléculas que colidem. A
velocidade relativa de colisdo sera
Trol = 1 — Uy => V2 = V% + v5 — 2 - Ua

onde ] «+ o = vy vg cosf, e f assume todos os valores possiveis. Assim,
tomando os valores médios temos que (- a) = (v v2 cos#) = 0, o que da

(T”‘Eﬂ} — ﬁ"%} + <vg> = 2 T’ﬁm

moléculas idéntica P 2 2
I—S) wi)={v3)= v

“ipTr

Identificando vy, com ¥ = Uy = V27 na expressao da frequéncia
média de colisao, obtemos a expressao para o livre caminho meédio

S S
V2no  V2rnd?

calculos mais detalhados, que levam em conta a distnbuicio
das velocidades moleculares, levam ao mesmo resultado
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Gases Reais: A equagao de van der Waals

Em 1910, J. D. van der Waals ganhou o prémio Nobel por seus
estudos sobre a equacdo de estado dos gases. Em seu dis-
curso, ele chamou a atencéo para o fato de que a concordancia
qualitativa de sua teoria com dados experimentais fol uma vitoria
para a teoria atomistica da matéria. O modelo de van der Waals,
para um gas real, foi capaz de explicar, de modo simplificado,
as transicdes gas-liquido, que ndo eram contempladas pela teo-
ria dos gases ideais. Ele mostrou que a principal razéo da transformacao do gas em
um liquido, com o decréscimo da temperatura e (ou) o acréscimo da pressao, esta
em considerar as interacoes entre as moléculas. Neste modelo, ele acrescentou
dois ingredientes:

1) A atracéo fraca de longo alcance entre as moléculas: as forcas atrativas, de
longo alcance, entre as moleculas tendem a manté-las juntas e tém um efeito
equivalente a adigdo de uma compresséo do gas

2) A repulséo forte de curto alcance entre as moléculas: As moléculas podem ser
representadas como esferas rigidas, mas P—-ee quando as moléculas tocam
uma na oufra
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Gases Reais: A equagao de van der Waals

Acrescentando esses dois ingredientes na equacao dos gases ideais
(PV = NkgT) encontramos a equacéo de van der Waals:

NZ2qg
12

lP + ] [V — Nb| = NkgT

repulsdo forte de curto alcance

atracdo fraca de longo alcance

onde a e b sdo chamadas constantes de van der Waals (vdW) e de-
pendem da substancia. A constante b depende do volume ocupado pelas
moléculas e seu valor varia no intervalo 3,5 x 10%° = 1,7 x 10¥ m°. A
constante a depende da interacdo intermolecular e seu valor varia muito,
no intervalo 8 x 10" = 3 x 104% Jm?, pois depende fortemente do tipo de
moléculas do gas. polares (mais forte) ou inertes (mais fraca). Vamos
analisar em mais detalhes como vdW chegou a esta equacgéo de estado

U
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Gases Reais: A equag¢ao de van der Waals

Num gés real devemos levar em conta as interagdes entre as moléculas. A forga tipica de
interacdo entre duas moléculas, cujos centros estdo separados por uma distancia r, é
chamada de forca de vdW e comporta-se como mostra a figura. Para distancias menores
que 2r, a forga € de curto alcance e fortemente repulsiva, e poderia ser imaginada como
uma parede impenetravel, sendo praticamente nula para outras distincias (como se fossem
esferas rigidas de raio r,, ). Para r > 2r, a forga & atrativa e de longo alcance, tendendo a
zero para grandes valores de r. Em 1873, vdW formulou uma equacéo de estado para
descrever um gas real, levando em conta o tamanho finito das moléculas (repulséo) e o

efeito da interacéo atrativa entre elas. o _
1) Tamanho Finite: \imos que o volume

a1 i i ' ' de excluséo, associado a um par de molécu-
E—— 7 : P
las, & 1 1
. —rd®=8(-mry | =8V
i 3 3
aoo'.ﬂ. 0”’**0 onde d=2r, é o didmetro efetivo da “molecula
For | de exclusdo™ e V, o volume de uma molécu-
{ \ la de raio r,. Assim, o volume de excluséo,
‘ 21%\._._:—-———'—"_'_'_'_ r

, | por molécula & 8 (4

— ﬂ'?ﬁ') = 4V}

2\ 3
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Gases Reais: A equagao de van der Waals

Assim, se [NV & o numero total de moléculas contidas em um recipiente de volume V), entéo o
volume total, disponivel, do recipiente, para ser percorndo pelo centro de uma molécula, é

V—4(N-1) Vo=V —4NV, — Substituindo V" por V— 4NV, na lei dos
gases ideais, PV = NET, para levar em

para cada molecula existim (IV—1) esferas conta o tamanho finito das moléculas,
de exclusdo, mas como N é muito grande, t .

' EMmos:
podemos tomar (N-1) =N

P(V —4ANVy) = NET
Se N=Nj, (numero de Avogadro), entdo V' =V e o volume de 1 mol de gas, e a equacéo de
estado dos gases ideais seria PV = RT. Como N=N, e V — V — b, entdo

RT 4 .
P=—— com b=4NyVo=4Ny | -7rd
vV _b oVvo 0 (.3 0
2) Interacao atrativa: As moléculas, dentro do recipiente, sdo atraidas umas pelas
outras e, em média, como elas estéo distribuidas isotropicamente e uniformemente, existe a

compensacéo das forgas de atragéo (em o
M

média séo nulas) . E aquelas que estéo

Q1. o
proximas das paredes do recipiente? O ;}(7 > O
SN©
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Gases Reais: A equagao de Van der Waals

Para as moleculas que se encontram nas vizinhangas das paredes, que foram aquelas
consideradas para o célculo da pressao do gas, nédo ha o cancelamento e a resulfante média
das forcas de atracao tem sentido oposto a presséo do gas sobre as paredes, corresponden-
do a uma diminuigéo da pressdo. A forga resultante sobre cada mo-
lecula &, essencialmente, exercida pelas moléculas na camada vizinha.
O numero de moleculas que exercem as forcas e o numero de
moléculas que estdo na wvizinhanca das paredes sdo ambos

proporcionais a densidade n de moléculas. Assim, a diminuigéo da
pressao € proporcional a nfe

N2
ﬁP:—fl (F) y EI}U

Acrescentando este termo no segundo membro da equacéo de estado
temos que P = (NET)/V + AP. Se N =N, (numero de Avogadro),
entdo V' =V & o volume de 1 mol de gas, e a equacéo de estado,
levando em conta as interacbes atrativas, fica:

ﬂi‘

F‘—I—V2 = RT
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Gases Reais: A egquagao de van der Waals

Unindo as duas corregbes (atragéo e repulséo), a equacdo de estado de vdlW para 1 mol
de gas é:

[P+—JW—M

onde a (copresséo) e b (covolume) séo as constantes de vdW da substancia
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Gases Reals: Isotermas de van der Waals

Para dados T e P, a equacéo de estado de vdW & uma equacgéo de terceiro grau no
volume molar. Se T'é suficientemente baixo, a equacdo tem 3 raizes reais (1.2 e 3), ou

seja, uma honzontal P = P, = constante corta a isoterma em trés pontos. A medida que T
sobe, esses frés pontos de interseccio véo se aproximando, até que, paraa temperatura

P T, chamada temperatura critica, as trés rai-
zes se fundem em um unico ponto C.

Para T < T_, cada i1soterma passa por um
minimo D e um maximo E, que para T'= T,

'. eles se fundem em C, que € um ponto de
| inflex&o. O lugar geométrico dos maximos e
T minimos (curva BCD) é:
i, e 8 0_ P _ d[RT a
A = T<T. S dv o dv [V-b V2
: ; ' i 5
1 : ——
b Vv_=3b v

L]
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Gases Reals: ILsotermas de van der Waals

p (i
g_d4P _d[RT a]_ RT +2_{:.-,__[ +ﬁ]+_
AV dV [V-b V2| (y-_p? WV} V—b V3

[F+—][v—b]

Resolvendo, para P = P,, obtemos:

a 2aV — 2ab a 2ab
Prye ="y o=y~ s

As coordenadas do ponto C, que € um maximo desta curva, obtém-se de:

B dPg . 2a 6ab  2a —
0= -y yr (3b—V) — V. = 3b

Substituindo este resultado na expresséo para P,, encontramos que

a 2ab a
02 273 27b%
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Gases Reals: Isotermas de van der Waals

Partindo do ponto I, o gas segue a isoterma de vdW e,
atingindo o ponto 1, se o volume continua a diminuir, a
pressao deixa de aumentar e permanece constante (P ).
A diminuigéo do volume, a partir de 1, é acompanhada de
uma transi¢do de fase, em que ha condensacéo, ou seja,
o sistema passa da fase gasosa para a fase liquida, a
Py|- ) s~ pressdo constante P,. A proporgdo liquido/gas vai
T<T. aumentando a medida que o volume val diminuindo, ate
que o sistema tenha passado, inteiramente, ao estado
Vs v; v liguido (ponto 3). A partir deste ponto, a isoterma de vdW
e retomada, onde, a partir deste ponto existe uma forte
variagao da pressao para uma peguena variagdo do volu-
me, correspondendo ao forte carater incompressivel de um liquido. Assim, a progdo I —1 da
Isoterma representa a fase gasosa, a porcao 3 — F a fase liquida e a porgao horizontal 1 — 3
corresponde a coexisténcia das fases liguida e gasosa. A pressdo P = P,, em que as fases
coexistem, a temperatura T, chama-se pressdo de vapor a temperatura T. Como determinar o
ponto 1 da isoterma de vd\W? Regra proposta por Maxwell: segmento horizontal 1 — 3 deve
ser tragado de modo que as areas em azul sejam iguais (W=0 em um ciclo termodinamico
reversivel).

Pj.

areas
iguais
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Gases Reais: Isotermas

As I1sotermas de um gas real sdo analogas as de um gas de vdW com as porgdes instavels
sendo substituidas por segmentos de reta horizontais na regido de coexisténcia liquido+gas,
delimitada pela curva ACB, na figura.

Ilr r - -
as + liguido =
IIr-" Q q \Tr
i

rll_':q_ B

a7



Teoria cinética do gas ideal

Modelo: Distribuigdo de velocidades

@ Velocidades das particulas
@ Funcao distribuigao: definicao

fracao das moleculas com
Jv, (vz)dve = { componente = da velocidade
num intervalo dv,; em torno de v,

+oo
@ Condicao de normalizacao: f fop (v)dv = 1.
— 0

@ Gas em repouso: fy, (—vz) = fo,(vz)

| @ Gas isotropico: fu, = fu, = [fo. K\)rk)

-
LU [ o
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Teoria cinética do gas ideal

Distribuigao de velocidades de Maxwell

@ Usando argumentos de simetria, Maxwell deduziu a fungao distribui¢ao de velocidades de
um gas. Para uma componente qualquer, v :
2kT 1

2 75
e 7"”’-’-/le‘1);

fv: (1)2 )(i'v: —

wm

@ Observe o fator e Xv/FT_ Neste caso Kj tem apenas a contribui¢do de uma componente
(v2).
@ Podemos expressar a velocidade em termos de uma variavel adimensional definida como:

uz = vz /\/2kT/m.

@ Em termos desta velocidade adimensional a fun¢ao de distribuicao se expressa como

e
NG

@ Note que o parametro /2kT /m estabelece uma escala para as velocidades. Nesta escala
as fungoes de distribuigcao para qualquer temperatura ou massa sao idénticas. QP b

g
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Teoria cinética do gas ideal

Distribuicao de velocidades de Maxwell

Distribuicao para o médulo da velocidade

@ Como a distribuicao sé depende de v?, podemos substituir o elemento de volume no
espaco das velocidades pelo volume de uma casca esférica de raio v e espessura dv
(47v? dv) e obter a funcao distribuicao para o médulo da velocidade:

2kT\ */2
Jfo(v)dv =4n (—) 1)26_%""’2/“ dv.

Tm

@ Em termos da velocidade adimensional u = v/+/2kT /m:
4
fu (u) du = — u2c—"2 du.

/
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Teoria cinética do gas ideal

Distribui¢ao de velocidades de Maxwell

Distribuicao para o médulo da velocidade

1o T T T T - - =
r},_g_f(u)du — 4 _HEG_—u?du TR SO

i
08k - ﬁ ~Um .if.f.f'_f-:--:/ f(uf)d'u.f
: . .
0.7k up . )

06 - oeeiiann. S A e NG

fulu)

T S 2
03F e A :

0,2 s,

0,0 — -

0,0 0,5 1,0 1] 2.5

II,.'.':- 2
u=v/+/2kT |m




Teoria cinética do gas ideal

Distribuicao de velocidades de Maxwell

@ Velocidade mais provavel:

A distribuicao tem o0 maximo em up=1 = | vp = {/2—

@ Velocidade média:

um= (u) =/ 2=1,1284 = | vm =

@ Velocidade quadradica média:

/ ‘ kT

Sb
ZIS
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